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Erstes Kapitel. 


Produkte und Determinanten. 


L Es seien &,,..,Cm und &,,..,&m zwei Gruppen von m von 
einander unabhängigen Grölsen, welche die Eigenschaft besitzen, dafs 
für die multiplikative Verbindung von zwei den beiden Gruppen 
angehörigen Gröfsen die Gleichungen 

Gë, = 1, e,&; = 0 oder gë, = 1, 8,0 = 0 

gelten. Diese Gröfsen sehen wir als Einheiten an, aus denen durch 
lineare Zusammensetzung andere Grölsen entstehen. Wir bezeichnen 
sie, je nachdem die Einheiten, aus denen sie sich zusammensetzen, 
der ersten oder zweiten Gruppe angehören, durch die Buchstaben 
p und a, indem wir sie unter einander durch Indices unterscheiden, 
und erkennen vermittelst der obigen Gleichungen, dafs sie durch 
die Formen 

p = pE. t.. FE Dën, lm; 

a = Oëi, E F.. Faen. Em, 
in denen die Koefficienten pe, und ae, Zahlengrölsen irgend welcher 
Art bedeuten, darstellbar sind. 

Die Gröfsen p und a, zu denen offenbar auch die Einheiten 
selbst gehören, nehmen wir als den formalen arithmetischen Gesetzen 
unterworfen an, nur lassen wir für die multiplikative Verbindung 
der Grölsen p und der Grölsen o unter einander die Voraussetzung 
des kommutativen Gesetzes ab = ba, nach dem der Wert eines Pro- 
duktes durch Vertauschung zweier Faktoren nicht geändert wird, 
fallen. 


2. Unter dem Produkte a, ..a, der Gren a,,..,@, — für 
die Grölsen mp... Du gilt das Entsprechende —- verstehen wir die 
Summe aller Ausdrücke von der Form 

Gaffel pE ei 


Schendel, Grundzüge der Algebra. 1 
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die man erhält, wenn man in allen möglichen Variationen mit Wieder- 
holung die Einheiten &,,..,&„ zu einem Produkte von a Faktoren 
verbindet und demselben als Koeffieienten die Grölse beifügt, die 
durch Verbindung der Faktoren des Produktes @,.. «a. mit den Ele- 
menten der entsprechenden Variation der Einheiten @,,..,€m entsteht. 

Eine jede Variation enthält von den Einheiten &,,--, Em r Ein- 
heiten, wenn durch y für » <m eine der Zahlen 1,..,”% und für 
n>m eine der Zahlen 1,..,m bezeichnet wird, und zwar eine x, mal, 
eine andere x, mal, u.s. w. Diese r Einheiten, sagen wir bezw. die 
Einheiten &,,..,&, kommen bei gegebenen Werten der Zahlen 
Sun Men die offenbar der Gleichung 

xit.. Hzr =n 

genügen müssen, in 


(2) fz35) (" ig Sp ECH Ca n! 
CH Ha %r Sal, Mel 


Variationen vor. Denn denkt man sich in einem Produkte von n 
Faktoren diese Faktoren von ihren Stellen entfernt und stellt sich somit 
dasselbe als einen » Lücken enthaltenden Ausdruck vor, so kann man 


die Einheit & auf L 


) verschiedene Weisen in x; Lücken setzen nnd 
21 


n 
gelangt so zu ( 


) Lückenausdrücken mit m — x, Lücken; in jedem 
wl 


dieser Ausdrücke kann man ferner die Einheit &, auf ( ') ver- 
%3 


schiedene Weisen in x, Lücken setzen und erhält dadurch aus jedem 
n—x Sep n\ (n—x t z 

Ausdrucke ( d und im Ganzen ( )( ') Lückenausdriücke 

Xa D? a 

mit n—xı— z, Lücken und folglich, wenn man so fortfährt, schliels- 

lieh in der That die angegebene Anzahl Variationen. 


3. Nehmen wir nun erstens an, dafs ein Produkt von Ein- 


heiten unverändert denselben Wert behält, wenn man irgend zwei 
von ihnen mit einander vertauscht, so sind diese Variationen sämt- 
lich gleich und durch das Produkt 


z A 
E, 74 


darstellbar, und wir können ihre Koeffieienten zu einer Summe ver- 
einigen und das Produkt a,..a@, durch die Form 
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N: z SÉ %. 
gh, du = Lët) — — Ou E D el, E e Er 
eich, al 

darstellen, wenn wir durch das Zeichen (e, e: m) andeuten, dafs 

man den nebenstehenden Ausdruck für alle Kombinationen der Ein- 

heiten zën zu je r für r—1,..,n und für alle positiven ganzen 

Zahlen aufser Null, die der Gleichung #,+..+%=n genügen, zu 

bilden und die so entstehenden Ausdrücke zu addieren hat, und 
ferner unter dem Koefficienten 


z z 

Gu. Dag", e" 
das arithmetische Mittel aller derjenigen Ausdrücke verstehen, die 
man erhält, wenn man auf alle möglichen Weisen die Einheiten 


&1y..,6r bezw. mit zx, e Faktoren des Produktes a,..@, oder 
vu, e Faktoren dieses Produktes mit den Basen der Faktoren des 


Produktes e... e" verbindet. 
Das Produkt o, gw: das sich offenbar auch, wenn wir den 
Zahlen x auch den Wert Null anzunehmen gestatten, durch die Form 


n! x z z z 
Gy = (85) e Baan N Cu ET ee 
Ku 
und somit als Summe aller derjenigen Ausdrücke, die für alle der 
Gleichung #,4-..+%m = n genügenden positiven ganzen Zahlen aus 
dem neben dem Zeichen (e, e - m) stehenden Ausdrucke hervorgehen, 
darstellen läfst, behält unverändert denselben Wert, wenn man irgend 
zwei seiner Faktoren mit einander vertauscht, und heifst ein alge- 
braisches Produkt. Es setzt sich aus 
än 
m—1 
Gliedern zusammen, denn ist die Anzahl der verschiedenen Werte 
Von %,3..,%m, die für =0,..,n die Gleichung x, +..4+%n = 


befriedigen, für m=r-+1 durch F A gegeben, was für r=0 in 
der That der Fall ist, so ist sie für m =r + 2 
n f — 1 r n 1 
wo nr. + )=( PrF ): 
r r f Lë p. 


weil xit.. + xı für die Werte 0, 1,..,% von x, die Werte 
n,n —1,..,Ù annimmt. 
3* 
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Die Produkte, durch die sich die Koeffieienten darstellen, sind 
natürlich auch algebraische Produkte und mit einander algebraisch 
verbunden, 


Für m = 2 ist insbesondere 


n ns: zi 
du, fan = (6,8; 2) 6) He: anre ree Ae agy 
und darin 


Ai». An ê” = a, &.+ An H 


1 
u. Ha z (o, Cais ën. Anli F.» F aiei. o Ani liane), 


u.s, w. und im Falle gu = a, .., an= d 
EM ej" = ae, "oa" & n—] = ae"! dis sie 


4. In dem besonderen Falle, wenn einem jeden algebraischen 
Produkte von Einheiten der Wert Null beigelegt wird, sobald in ihm 
zwei gleiche Einheiten vorkommen, fallen in dem Produkte a,..a, 
alle Glieder, in denen die Gröfsen x einen von Eins verschiedenen 
Wert haben, als mit der Null identisch fort, und es ist, wenn man 
darnach aus der Gleichung xı +.. +x, =n für r den allein in Be- 
tracht kommenden Wert n entnimmt und 


KAR E me. fu si, Da | Eje. En 
setzt, für n = m 

EE CN A A TE Ee 
und darin der Koefficient 


1 flach EA e A 
die Summe aller derjenigen Ausdrücke, die dadurch entstehen, dafs 
man die Elemente aller Permutationen der Einheiten e, ,..,€, mit den 
Faktoren des Produktes o... ga oder die Elemente aller Permutationen 
der Grölsen a, ,..,@, mit den Faktoren des Produktes e, ..e. der 
Reihe nach verbindet. Für n >m ist d —— Mag Ki) 


9. Die durch die algebraische multiplikative Verbindung der 


R n+m—1 š 
Grölsen a" und 9" hervorgehende, aus ( d 1 ) Stiedern zusam- 
m — 
mengesetzte Grölse 
ap" = (e,e; m) — Mi WE EE WË E ie 
p Aa | gd. al € - SS a , H gm 
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. . . D z x . DC 
nennen wir, sobald wir die Gen æ" e, 1. Gw? als willkürlich gege- 
bene Zahlengrölsen und die Grölsen pe, ,..,P&m, aus denen sich die 


Grölsen Hei . Set zusammensetzen, als Veränderliche ansehen, unter 
der Voraussetzung, dafs n eine ganze positive Zahl ist, nach der 
Dimension, in welcher die Veränderlichen auftreten, eine Form »ten 
Grades für p und nach der Anzahl derselben eine Form mter Ord- 
nung, und insbesondere für n= 1, 2, 3 und 4 bezw. eine lineare, 
quadratische, kubische und biquadratische und für m=2 und 3 eine 
binäre und ternäre Form. Die willkührlich gegebenen Zahlengröfsen 
heilsen die Koefficienten der Form. 

Die Gröfse a", die wir in derselben Weise als eine Grölse nten 
Grades und mter Ordnung bezeichnen, können wir als ein Produkt 
von n linearen Faktoren in der Form 

a” = Qj.. An 
darstellen, wenn wir für die mn Zahlengröfsen oe... Ou fni, 


n+m— l1 


An Ci 3 xx Anen die ( ie ) Gleichungen, die sich ausder Gleichung 


% % % A 

RL wee DEE A Wd ug 
für #,+..+%m = n ergeben, voraussetzen und in Bezug auf ihre 
Beschaffenheit nicht von vornherein annehmen, dafs sie von der Art 


der gegebenen Zahlengrößen oe, 7. Get seien, Die Form nten Grades 
ap" ist dann in der Form 

ap" = QP. Anp 
darstellbar und verschwindet für die Gröfsen p, welche den Gleich- 
ungen 

a,p=0,..,pP=0 
genügen. Es sind v Gruppen, und die ihnen angehörigen Größen p 
nennen wir die Verschwindungsgrölsen der Form nten Grades ap" 
oder die Wurzelgröfsen der Gleichung mten Grades ap" — 0. Im 
Falle m=2 gehört einer jeden Gruppe nur eine Gröfse an. Die 
Gleichung ap" = 0 ist für m =2 eine homogene Gleichung der Gröfsen 
PE,» Dës, für die sich nach den letzten Gleichungen die Werte 


Dë = Q eg, Dës =E duër, Dë = An €, PR =E — Any 
ergeben, Die Verhältnisse 
D A EE 77 
wk Qn ĉi 


oder 
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en Ga BClë A ann n ën CT o 
sind ihre Wurzeln für 
PA oder Diëug, 
Dë: 
als Unbekannte derselben oder die Wurzeln der Gleichung oi & Deg, VE 
Zwischen den Wurzeln und den Koefficienten der G GC bestehen 


Beziehungen, die man ohne Weiteres aus der Gleichung 
are” "ei=h--Ane, Ea 


erhält. Die Summe der Wurzeln ist gleich dem (Quotienten 
—( T) arer er: a e”, die Summe ihrer Kombinationen zu je 2 
leich dem Quotienten + n Yran "Zei: oeh , W 
g otienten HE P sarah mssi w. 


Eine Form mit 2 Reihen von Veränderlichen p,&;,..,P,&m und 


h Ejs- D: Eu Stellt sich durch die Form a, p; "Aa 2," dar, wenn 
die Grölsen 


z A A 

et, gef, ie t gen 
willkürlich gegebene Zallkingrölken sind; sie ist vom ZER Er für 
p, und vom Grade », für p,. Im Falle die Gröfsen "A Emm 


4 e lau: 
und a,?e, de für sich Repräsentanten willkürlich ns, 


Zahlengröfsen sind, ist die Form a, pro, p?” ein Produkt aus einer 
Form n,ten Grades für p, und einer Form n,ten Grades für p,. 
In entsprechender Weise ist eine Form mit beliebig vielen 


Reihen von Veränderlichen darstellbar. 


6. Zweitens nehmen wir an, dafs cin Produkt von Einheiten 
sein Zeichen ändert, sonst aber denselben Wert behält, wenn man 
irgend zwei derselben mit einander vertauscht, und dafs es demnach 
den Wert Null hat, wenn in ihm zwei gleiche Einheiten vorkommen. 
In dem Produkte @,..@, kommen alsdann, wie in jenem besonderen 
Falle der algebraischen Multiplikation, alle Variationen, in denen die 
Gröfsen x einen von Eins verschiedenen Wert haben, als verschwin- 
dende Gröfsen nicht in Betracht, es bleiben nur für n = m die Kom- 
binationen der Einheiten &,,..,&m zu je n und deren Permutationen, 
und es ist 

du, fa zs Lë pre) Aar An N En. Ei, En 
wenn wir unter dem Koeffieienten 
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ES "e ATTEN? 

die Summe aller derjenigen Ausdrücke verstehen, die man erhält, 
wenn man die Elemente aller Permutationen der Einheiten e} ,.., €n 
mit den Faktoren des Produktes @,..@, oder die Elemente aller 
l’ermutationen der Grölsen @,,. ‚a, mit den Faktoren des Produktes 
€,..€n der Reihe nach verbindet und den dadurch entstehenden 
Produkten das Plus- oder Minuszeichen beilegt, je nachdem die Reihe 
der Indices der Permutationen durch eine gerade oder ungerade 
Anzahl von Vertauschungen zweier Indices in die Reihe 1,..,% 
übergeht. Ein jedes auf die erste Weise gebildete Glied können 
wir nämlich durch Permutationen seiner Faktoren in ein auf die 
zweite Weise gebildetes Glied überführen, welches, da die Anzahl der 
dazu nötigen Vertauschungen von zwei Faktoren gleich ist der Anzahl 
der Vertauschungen der Grölsen e sowohl, als auch der Gröfsen a, 
dasselbe Zeichen hat. Es ist a,je, =a,e,, ferner Gutsa Cum 
= Q eill, — Alza; oder Q E, aglr — pu, fa, u.s.w. Die An- 
zahl der Permutationen ist n!. 

Das Produkt a,..qa„ ändert sein Zeichen, behält aber sonst 
denselben Wert, wenn man irgend zwei seiner Faktoren mit einander 
vertauscht, und hat demnach im Falle der Gleichheit zweier Faktoren 
den Wert Null; man nennt es ein kombinatorisches Produkt. Es 


setzt sich aus W Gliedern zusammen, denn diese Zahl ist die Anzahl 


der Kombinationen von m Elementen zu je n. 
J 


Die Produkte a, ..a, und e,..e,, durch die wir die Koeffi- 
cienten dargestellt haben, sind gleichfalls kombinatorische Produkte, 
und zwar sind sie, wie die ‚entsprechenden Produkte in den Koeffi- 
cienten og. Aue, 1," und ay. Oe | C,- .ên, algebraisch mit ein- 
ander verbunden. Der vertikale Strich ist, wie der Punkt und auch 
das Zeichen I, ein Multiplikationszeichen; wir wenden ihn an zur 
Bezeichnung der algebraischen multiplikativen Verbindung zweier 
kombinatorischen Produkte. 

In dem Falle n>m ist 4, .. an= 0, und für n=m hat man 

du, Am = Ay. Am | Cge Cm eE Em 
und ersieht hieraus, dafs für die Größse o: gu | €j. -€n die sich aus 
n! zur Hälfte positiven und zur andern Hälfte negativen Gliedern 
zusammensetzt, die Gleichung 
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(aje E H.. Ha, en- En). - (One Eg H.. Hanen . En) 
een XH EN 
und folglich auch, da zur Bildung der Glieder die Permutationen 
der Gröfsen a ebenso, wie die der Gröfsen e benutzt werden können 
und also die Gröfsen e vor den Gröfsen q nichts voraus haben, die 
Gleichung 
(Qep. ég +. + Onei En). (Áir: Eit. FE CHEN 
= Ou, fun TE T: 
besteht. 


7. Die Größe a,.-%,|e,..&% ist die aus den ui Gröfsen 
Qie,» -Anen gebildete, durch die Form 


ER +M, Ên 


Ept oke Gei 
oder "SP ae ces ZE: 
| Asa +. 1 AnEn 
dargestellte Determinante nten Grades. Das (x, A)te Element dieser 
Determinante a,e, befindet sich in der ersten Form, auf die allein 
wir uns weiterhin stets beziehen werden, in der xten Horizontal- und 
der Aten Vertikalreihe und in der andern Form in der sten Vertikal- 
und der Aten Horizontalreihe. Die Indices bezeichnen die Reihen, 
in denen die betreffenden Grölsen q und e auftreten, 

Aus der Form o, a | e,:.€, ergeben sich ohne Weiteres die 
fundamentalen Eigenschaften der Determinanten. 

Eine Determinante ändert ihr Zeichen, wenn eine Reihe mit 
einer parallelen Reihe vertauscht wird, und verschwindet, wenn die 
Elemente der ersteren denen der letzteren der Reihe nach gleich 
sind; denn das kombinatorische Produkt o... o, ändert bei Vertau- 
schung zweier Faktoren sein Zeichen und ist bei Gleichheit zweier 
Faktoren gleich Null. Eine Determinante multipliziert man mit 
einem Faktor, indem man alle Elemente einer Reihe mit ihm multi- 
pliziert; denn es ist 9.0,..%|&-.% = (09)%.. Gel, e. Der 
Wert einer Determinante wird nicht geändert, wenn man zu den 
Elementen einer Reihe die mit einem gemeinschaftlichen Faktor 
multiplizierten Elemente einer parallelen Reihe addiert; denn es 
ist (ox Loës o, m = dn. An Lo. Gas, fa ei. H sg, 
Vergl. hier und weiterhin Baltzer’s „Theorie und Anwendung der 
Determinanten. Leipzig, 1881.“ 


| Ant; yo.) Mn ên | 
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SW. Ferner ist offenbar die aus den, durch die Verbindung der 
Größen gi... Ga und Dys, Pa mit den Einheiten e, ,..;€m und 
E1»: En entstehenden 2mal mn Gröfsen zusammengesetzte Deter- 
minante 

(Ajer. &1 +.. +H Em Em): +» (Anl. kt, + anem . Em) | Pi: De 
= (eoem). . Ga ler. ës. Pi. Prl Er iEn) 
und ebenso die aus den, durch die Verbindung der Größen @,,:., (ten 
und 9 3: : Da mit den Einheiten e... fu und &,,..,e, entstehenden 
2 mal mn Gröfsen zusammengesetzte Determinante 
Mier Pı-t..+ Amer - Pm)-: (Ren: Pt». + amen- Dal | E. -En 
= (AP; MÆ: -On Ei ën, Py: Pr | Er: &n- 

Aus der ersten Gleichung ergiebt sich für die Gröfsen o... 9, 

und @, ,,..,@,,, die Relation 


a, ‚(4?+.:+em).. a, 
= (e;m)a, Oli Dn ah 


(4?+:.+em)|@,--4,, 
aale €n 
oder 

(oft, tem)" 1-0, ,:-Q,, 

Gy 1°- Ao p| Cre- En 
und aus der zweiten fir die Größen @, ,..,@m die Formel 
(a? + .+am)e,..(a?+..tan)en|E,-.-En = (a;Mm)a,..An |Eı-- 6n 
oder, wenn wir das algebraische Quadrat des kombinatorischen Pro- 
duktes e,..e, durch e; .. er bezeichnen, die Formel 
(a? +.. Fai)" e.. ên = (03M) Q; . An |e.. 6, 
in der die links stehende Determinante die Eigenschaft besitzt, dafs 
in ihr das (x, ite und das (4. site Element denselben Wert haben, 
nämlich den Werth 
(a? +.. + an ) e, = a,6,0,6; CEET THE 

Eine solche Determinante nennen wir eine algebraisch - symmetrische 


Tied: 


= (e;m)a, ..-a,,| 


Determinante und bezeichnen ferner dementsprechend eine Determinante, 
in der das (Ge, Alte und das (A,x)te Glied entgegengesetzt gleich 
sind, als eine kombinatorisch-symmetrische Determinante. Wie man 
für n= m erkennt, ist das Quadrat einer jeden Determinante eine 
algebraisch-symmetrische Determinante desselben Grades. 

Für n= m ergiebt sich allgemein, dafs das Produkt zweier 
Determinanten mten Grades 

a. Gan |Eı Em: Pr»: Pm | ën, Em 

durch die Determinanten 
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(een en). (Ame, -Ei E. kt fun - Em) Di. . Ba, 

(ës ër. Du Lk, FG ën -Pa )-- (ën Pa E, amem Pm) | Ep- Em 
und demgemäfs auch ferner durch die Determinanten 

(a,&1.Pı+-:- +0 Em: Pm). - (ën gy P, H.+ amem -Pm ) | Er +: Em» 

haiei F Eai - Em). - (Ar gu & +. 4@m Em - Em)! Pı - Dua 
also im Ganzen auf 4 im Allgemeinen verschiedene Weisen durch 
eine Determinante mten Grades darstellbar ist. Will man das Pro- 
dukt zweier Determinanten ungleichen Grades, z. B. der Determinanten 
Ai.. Am | €.. Em und 9.:Pn|&ı..€n bilden, so hat man für n <m 
die Determinante 9,..Pn | &..& zunächst zu einer Determinante 
mten Grades zu erweitern, d.h. durch die ihr offenbar gleichwertige 
Determinante ei). > EmPı  : Pn | Enpi- En ët, En oder 9. .Pren+i 
..m| &.. €m zu ersetzen. 

Behaftet man die Gröfsen p und o mit Koeffieienten, so nehmen 
die gegebenen Gleichungen zum Theil eine allgemeinere Form an. 
Es ergiebt sich z.B, wenn man die Größsen @;,..,@m durch die 
Gröfsen Yva, Er Umam ersetzt, dafs 

(val H.. + Vm Am)" e,- Cn? = (AVM) ViVo’ Agon [En 
ist. 


9. Multipliziert man die Gleichung 
Gun T A rn léi, Eu, AARE A 
für n < m kombinatorisch mit dem kombinatorischen Produkte 
Zait, - ëm, S0 gelangt man, weil ein jedes kombinatorische Produkt, 
welches zwei gleiche Faktoren hat, verschwindet, zu der Gleichung 
di, nen: Emma.» An léie e En, Éis fei. we 
oder 
ale Dyno Spiate rifin i 
Egri: En Ente Em 

aus der hervorgeht, dals die durch die algebraische multiplikative 
Verbindung des kombinatorischen Produktes @,. Oe mit einem aus 
n von den Einheiten e,,.. ‚Cm gebildeten kombinatorischen Produkte 
entstehende Determinante sich durch einen Bruch darstellen läfst, 
dessen Zähler und Nenner man dadurch erhält, dafs man das kom- 
binatorische Produkt @,..@, und das entsprechende aus n von den 
Einheiten &, ,..,&m gebildete kombinatorische Produkt durch die in 
diesem nicht enthaltenen Einheiten zu mfaktorigen Produkten er- 
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weitert, Hiernach hat jede durch die algebraische multiplikative 
Verbindung eines aus n von den Einheiten e... ëm gebildeten kom- 
binatorischen Produktes mit einem aus m von den Einheiten e: Cu 
gebildeten kombinatorischen Produkte entstehende Determinante den 
Wert Null, sobald in beiden Produkten nicht durchweg dieselben 
Indices vorhanden sind, und im andern Falle den Wert der positiven 
oder negativen Einheit, je nachdem die Indices des einen Produktes 
durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier 
Indices die Reihenfolge der Indices des andern Produktes annehmen, 
Dieser Satz, der sich auch ohne Weiteres aus der Form 

Q: dn =(&E;5M)a,-:An|E&,:. On .Eys- En 
darbietet, enthält als speciellen Fall für m= 1 die von uns an den 
Eingang dieser Schrift gestellten Gleichungen. 

Die Gröfsen a,..qa,, die sich in derselben Weise, wie die 
Gröfsen a aus den Einheiten ex... ën, aus den Kombinationen 
dieser Einheiten zu n zusammensetzen, sind, da die aus m Einheiten 
zusammengesetzten Grölsen als Grölsen mter Ordnung bezeichnet 
werden, in Bezug auf die Einheiten e,..e,, u.s. w. von der Ordnung ` 


De Selbstverständlich gilt für die multiplikative Verbindung von 


solchen Gröfsen, wie überhaupt von Grölsen, die sich aus Einheiten, 
die durch multiplikativeVerbindung aus den ursprünglichen Einheiten 
e und & entstanden sind, zusammensetzen, das associative Gesetz 
a(be)= abe nicht, sobald sie ohne Beziehung auf die ursprünglichen 
Einheiten in Betracht kommen. Es ist z. B.(@,@,)(@,a,) nicht gleich 
QQQ; wenn man bei den Grölsen gg: und ga, ihre Zusammen- 
setzung aus den Grölsen @,, a und az, a, aufser Acht läfst und 
nur darauf Rücksicht nimmt, dafs sie Gröfsen sind, die sich aus den 
Einheiten ep. Em -1@m zusammensetzen, 


IO, Verbindet man die Gleichung 

Ay fu ss (eem) Aji An |. On EI E 

durch kombinatorische Multiplikation mit der Gleichung 
Anti .. Out E (e,e; m) Anpi .. Ou in / Ei ale €, we r3 
so erhält man, da ein jedes kombinatorische Produkt, welches zwei 
gleiche Faktoren hat, verschwindet, die Gleichung 
a, H v Anr = (e, £; m) a, .. Ay | ĉi . . Cn . In-+1 .. Ou ix | En-H1 .. En-kr 
D Ei .. EnEn .. Enr: H 
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in der die Glieder der rechts stehenden Summe dadurch entstehen, 
dafs man für e,..e, und &,..e,„ eine jede, in beiden Fällen aber 
gleiche Kombination der Einheiten e, ,.- ‚Cm und &,,..,Em zu n 
und für &U41.-Entr Und E&utt..&n+r in gleicher Weise eine jede 
Kombination der in jener nicht enthaltenen Einheiten zu r setzt. 


Die Anzahl der. Glieder ist somit af ( 


> ): Allgemein gilt dar- 


nach offenbar die Gleichung 


gi. An, A An, = (6 €53 M) Qi . An, | €s- En, 


-° An Hi vi Da, 1 ng | Ca, Ai t? Ee, A. (E 
dä TEE EEN z ‘Anit... +n, | En, A. bh wh dée $ +..+n, 
-Epes En Ente Ën, Age: ên ts hirr nti +n,, 
die das links stehende kombinatorische Produkt durch eine Summe von 


N ee 
N, "is EN N; HSC ETH 


Gliedern darstellt. Aus ihr ergiebt sich, wenn wir 

N, -i .. -+ Nr = mMm 
setzen, durch algebraische Multiplikation mit dem kombinatorischen 
Produkte e,..em der Laplace’sche Determinantensatz 


gu. Ge | uf = (6, ER EN Ba, Ën + Enn, 
Em An, Air Em | €i - Ge, fi An, H 
v An + a -An + Ng | En, A1 Dë Cnn Ki 
Ont.. tn, ETA | JETT 
demzufolge eine Determinante mten Grades als eine Summe von 


m! 
nt. Np Li (m— n — t ef Nr)! 


Produkten von je r Determinanten vom Grade m4 ,..,nr—1, M—M-— 
.--— nN,—ı darstellbar ist, Die Glieder der Summe entstehen in der 
Weise, dafs man die kombinatorischen Produkte Ay. An > Ay A1 
DU 
TE EG EE TEE EE mit den verschiedenen Kom- 
binationen der Einheiten e... Gan zu je My. Mai, M— N — 
..— 9, oder — in dem Zeichen (e, e: m) kann man e mit q ver- 
tauschen — die kombinatorischen Produkte e,.. en nyie Dout, 
sent.. TEE mit den entsprechenden verschiedenen 
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Kombinationen der Grölsen @,,.-,@m durch algebraische Multi- 
plikation verbindet und den Produkten dieser Verbindungen das 
Plus- oder Minuszeichen beifügt, je nachdem die Reihe der Indices 
durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier 
Indices in die Reihe 1,..,m übergeht. 


AA. Setzen wir 
dä. Am = LU 41-4, Datt + Am 
und bezeichnet somit in Folge der Gleichung 
Am = (1)! Q,0,:.0,_ı Bit Am 

das vor dem kombinatorischen Produkte @,..@„ stehende Symbol 
a, das Entfernen der Grölse a, aus der ersten Faktorenstelle, so 
ist offenbar 

Gënz Gy. Gm 
und folglich die Determinante a, ..Am €, ..Cm in der Form 

Gi, fa | 61816, - - Em 
darstellbar. Der Koeffieient des Elementes a,e, in der Entwickelung 
der Determinante @,..@u | €; +- €m ist daher 

6.8,2.0 |. Gg 
und wird somit abgesehen von dem Faktor (—1)*** aus ihr durch 
Entfernung der «ten Horizontal- und der Aten Vertikalreihe erhalten, 
Und die Determinante o... ga | Cu, Gm ist ein Aggregat von Glie- 
dern, die aus dem Ausdrucke 

dëi, Gin, Am |ErE, -- Em 

bei gegebenem x für A=1,..,m und bei gegebenem A für x= 1, 
..,m hervorgehen. 


12. Nach dem Laplace’schen Determinantensatze ist 
a, D «Am | ĉi . . Cm no; ; (e, €; m) €, . , EnEnpl + Em Ciy .. Cm 


re er a ei Gm 
und folglich, da 


Ei: + Euflati, - Am = Ant: Am | Ost: » Em - Éi ee Enön+i e Im 
ist, 


gu, fa | €y -Emn = (SE5M)E, »-Enn+1--Am | Én, Én » Ou fa léi, Ba, 
Auf Grund dieser Gleichung führen wir, indem wir unter der 
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Operation o... d, ein der Reihe nach vorzunehmendes Entfernen 
der Gröfsen @, ,..,d,„ verstehen, die Grölse 
Bu E On Sat ve bet, a EOM 
durch die Gleichung 
Get), Am LÉI, Cm = Lë E5M) EL. - Ennyi -Am | Er -- Em Ey. En 
ein und erkennen aus derselben, dafs sie, die wir mit Rücksicht auf 
die Gleichung 
Eu, Én lu, m 1 
auch in der Form 


En, Eet de 

Lee k 
darstellen, eine Grölse von der Art der Gröfsen p, ..Pn ist, und dafs 
bei der algebraischen multiplikativen Verbindung derselben mit einem 
nfaktorigen kombinatorischen Produkte von der Form a,.. «a, dieses 


als kombinatorischer Faktor vor das Produkt a,.. FEH .. dm oder 
Ani. -Am tritt. Wir können also 
Pai Pa SS att, Um |, - - Em 

setzen, und es ist dann Qj.. ge Pi- Pu = Qi <- Am | e,- Em» Pi- Pu | 
Ej- -En =Œ E, -e EnAn1 Am | €g Emy US: w., und ferner, da = 

An . «Am | ĉi D «Em GE (1 man Anpi .. Am, a; .. Anan | ĉi .. En 
und folglich 

Ant: Am | Er fa, ër, Em = (1) Man +1. Am 
ist, 
Mni .. Am ==> (—1)m=mn Pi . «Pn | €, .. Em» 

Sind also z.B. für m= 2 die Gröfsen a und p mit einander durch 
die Gleichung 


p=a|e® 
oder p= e, 46, — e,ae, verbunden, so ist 
a = — p | £ê. 


Die Vertauschung zweier Gröfsen in dem Operationssymbole 
l, .. an bewirkt vor dem kombinatorischen Produkte a,.. dm eine 
Änderung des Zeichens, da dieses Produkt bei Vertauschung derselben 
Gröfsen sein Zeichen ändert. Es verhält sich also vor dem kombi- 
natorischen Produkte wie ein kombinatorisches Produkt und ist daher 
als ein solches anzusehen. Darnach nimmt z.B a,a;a, .. Ga bei 
Vertauschung des x und A den entgegengesetzten Wert an und ist 
daher im Falle x= å gleich Null. 
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13. Offenbar ist den Gleichungen e,e,—1, e,&}=0 zufolge 
6, = Ba, Em | ĉi- D Em 
oder 
Bet - Em 


xz 


und defshalb die Gröfse 


Q = dëi, E& t.. F Aem - Ens 
die nach ihrer Form mit den Einheiten zx... ën auch durch die 
kombinatorische Gleichung 


ës, Bä 


Gë, e Em = O 
verbunden ist, auch durch die Form 
A= dëi. ër Fest AEn. Em 
darstellbar, wenn wir uns bei den Symbolen &, ,..,&m den Quotienten 
Eu. Em 
Bere 
hinzudenken. 

Nehmen wir also statt der Einheiten &,,..,&m, welche selbst 
zu den Grölsen a gehören, irgend welche andere Größsen d, Am 
die wie jene von einander unabhängig, d.h. durch keine lineare 
Gleichung mit einander verbunden und also von der Art sind, dafs 
ihr kombinatorisches Produkt nicht verschwindet, als Einheiten für 
die Grölsen a an, so ist die Grölse a in der Form 

a = Oé -ly FE, Eft - Am 
darstellbar, und demnach, wenn wir die Gleichung 
ae rt ode d E 
berücksichtigen, 
Gr. Ga | es WTA e a a 
re; 


14. Die Einheiten e; ,.., Cm und &,..,&m Sind mit einander 
durch die Gleichung 


Se, e at, .+Em 


1x0 ZS aR Ek 
verbunden, da ihre rechte Seite durch algebraische Multiplikation 
mit €, 


«-&, der Eins und mit einer jeden andern Kombination der 
KI 
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Einheiten e... ën der Null gleich wird, und es besteht daher die 
Gleichung 


En E1- -Em Ey EI: Em En,- + Ex, E1 + Em 


Epe Em Ei. Em Eje- Em 
oder 


ei l 


Š a = = 
€, E1 , ew Em tesy Bi we Em E ER .. Êm s Es, en wii. we Em- 


Diese Gleichung, in der für die kombinatorische multiplikative 
Verbindung der aus den Einheiten gebildeten kombinatorischen Pro- 
dukte das associative Gesetz nicht Geltung hat, bringt den Satz zum 
Ausdruck, dals es gleich ist, ob man den Quotienten 

Ei, Em 

DCH 
dem kombinatorischen Produkte HN oder den einzelnen Faktoren 
desselben beifügt. 


Nach diesem Satze ist 


= Re CEA 
êz ey, ee DN, d AR b. KA = vi sl Es, , 


und folglich gilt ferner, wenn wir die Eingangs gegebene und die 
aus ihr hervorgehende Gleichung 
En, Za Ex Te 


Së Ën, za, E? 
in Anwendung bringen, die Gleichung 
_ _ = — _ EH s n—1 
Bas, wh ës & .. Em t». ch .. Rn, .. Em = Be, .. wv D e „Em -Ejs Ems 
aus der sich der entsprechende Satz ergiebt, dals es gleich ist, ob 
man den Quotienten 


PAET LAT Sue 
wl An t ik 


Ex, +e En, E1 Em 


Zi e 

dem kombinatorischen Produkte €, ..e, oder den einzelnen Faktoren 
~ n 

desselben beifügt. 


Verbindet man die Gleichung 
n—i - 


Q,, um ve Ga «Ay fr D «Am = l.» Am Be 0, Qi .. Ams 


die in dem Falle, wenn die Größen a, ,. ,@m nicht unabhängig von 
einander sind, identisch verschwindet, algebraisch mit der Gleichung, 
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die sich aus dem kombinatorischen Produkte e, ,. e ergiebt, so er- 
x n 


hält man die Gleichung 
4, y -> a a, % ` Am | éi. Èi: Em.» SR Dës 
— d, fa ër, Cm e a, Ay.: Oe e, `- €) Ei ms 
die vermittelst des ersten Satzes aus der Determinante d P a,, 
CET er, durch Beifügung der zugehörigen Quotienten hervorgeht, 
Insbesondere ist für n =m | 


- - ` ` m—1 
ra lee e. re wO, a Lët fe 


und für n = m— 1 


Aa. An A Aaa e Gan - Gm Ou. Am, | E26, : Em Erbı +» Em a Cn bi Én 
m—2 
ge fa - fa LÉI, Em a Be ÉI, 
In derselben Weise geht ferner aus dem zweiten Satze der 
Sylvester’sche Determinantensatz 
Ay, Qy, e fa, A Am: Ay Gy, +, Ay. Um e, a, SL 
a epia a.e 
Àn Cha" E, Én 
K = = = n—1 
= Ay, +4, Gy: Am Le. E. ën: Du Gy. De Lët ef 
hervor, dem man insbesondere die Form 
A Anyi Um». Outfn ti .. An | Ciên .. Em .. Enn- .. En ` 
n—l 
= Wiki. Om iyii Em rs peja Ea 
geben kann. 
Eine Determinante von der Form a, .. gi, An |€,» SÄI 


.. €m nennt man eine Subdeterminante (m —n)ten Grades der m? 
Größsen o, e)... Ga Ca, Sie entsteht aus der Determinante o... 
Qm |€; -. Cm, abgesehen von einer als Faktor hinzutretenden Potenz 
der negativen Einheit, durch Entfernung der durch "die Indices x, ,.., 
xu und A, ,..,4A„ bezeichneten Horizontal- und Vertikalreihen, 


15. Wendet man die Operation @,a, auf das kombinatorische 
Produkt @,..@,_1@,..q, an, so ergiebt sich die Gleichung 
(a, -Ay a,) (a, we Aai o. = Qa. -Qy—1 .A4y..4,_ 14,4, 
oder 


Schendel, Grundzüge der Algebra. 2 
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(Ar) da, BA Hrn 
und es ist daher x 
(ei, Be DLC SECH )| Dën 7 SE sg? 
= 4, Men ee 9 
Entwickeln wir die links stehende RE und dividieren 
dann die Gleichung durch das Produkt 
EL TEE EC |. 6, 
so gelangen wir zu der Gleichung 


Ben "Set EEN A E 


gr M 1] 


vi EL SALT : Q,..Q0,]| & -:6,_ 
En TEE: 3 


%4.0,.,)&4.&%_1:%:.0,|&.-e, 
in der der Minuendus für = n den Wert 
RC EB 
Qg» <An | Cge. En 
und der Subtrahendus und der rechts stehende Quotient bezw. für 
x=?2 und x= 1 den gemeinsamen Wert 


l  _ Üj.-An|€--ên 


2,10, EEE 
annehmen. Setzen wir daher <—=2,..,n und addieren die dadurch 
entstehenden Gleichungen, so erhalten wir den Kronecker’schen 
Subdeterminantensatz 
Lu EZ e Ga, Da ÉIS ein. 


ae = Ca SS 


Sr |&..e, ia eg y | €. êz 


16. Durch Anwendung dieses Satzes auf die kombinatorischen 
Produkte 
a, Dun, + Ou fu: Aa Plz. Age 
ergiebt sich die Gleichung 
Ai Dutt ën. . Em | A2 P24201 - - Agm 
Mêr «+ Ort | A364. gem 


A Pih P = 


pg% gun, 0. el goë SH guy Wi dä? RTE ag, 


1 A, P40, e1. E AP. an, ag, 1. UP, ue alt. gan. dag, 
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und folglich unter Berücksichtigung des Umstandes, dafs jene beiden 
kombinatorischen Produkte infolge der Gleichung p = p&4-4+.. 
+ PEm . €m identisch verschwinden, die Formel 


m dag... Alm | Ai Dattag, A1 -+ Azem - du Pi dn Cpp. gem Jëlag af 
Pit M =F 


1 
Die Form a, P,4,P, ist für jede der beiden Grölsen p, und 9, 


Out. A Co | Ast, .. Agem H Mpi Sa (Du Con | Alzi . Aa Em 


eine lineare Form und heifst deshalb eine bilineare Form, und die 
gegebene Formel stellt die Jacobi sche Transformation derselben 
dar. Die Determinanten 
Qi Pil, Cpg AyEm | ëag, Alm, Mep. Ou fa |A Dada, e Azem 

enthalten infolge der Gleichung p = Dë. €} H.. -+ PEm : €m die 
Grölsen Pı Expires Di ën und Pz Eine, Da ën nicht, sondern nur 
die Grölsen 9 &,.., Pi &, und 9, ën, PrE- ur. 

Läfst man die Indices der Grölsen a und p weg, so ergiebt 
sich für die quadratische Form ap" die Darstellung 

$ Cvwsagl i - - Em 


$ ET A 
an? = M 
DI 5 (ar -<Hı e, Ge? 2 (eis CES Ce Sa 


17. Gelten für die Grölsen p&,..,P&m oder die Größe p 

die m—1 linearen Gleichungen 

a p =0, < -3 m1 P =0, 
so ist 

P = dy, . Ami | Ei. Cm, 
weil die rechts stehende Gröfse bei der algebraischen multiplikativen 
Verbindung mit einer jeden der Grölsen a, .-,@m-ı den Wert Null 
annimmt, und folglich, wenn wir mit 


6,0, : » Em 
e, = — 
2 & +. 6m 
multiplizieren, 
PE, = hı .. Ani e,&%4 .. Cm 
und 
PE, Ki zs Am—1 | Cm e,& .. Gun) 
Dën dr. Oo 11 EI, , Om-1 


Sind ferner die m linearen Gleichungen 
Wiki? seen Amp = Um 
gegeben, so ist, wenn wir die Gleichungen 
Eh 
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berücksichtigen, 


P = Du F.o E Ge Get 
und 
pe, = (Viti +-.4VnAm)e, 
oder, wenn wir den Operationssymbolen die zugehörigen Quotienten 
beifügen, 
Ail. Am | er en ip = (va F: FG Ga Ji. Am e.. On 
und 
dn, - Ga A Em. DE, = (0 +.. + Ga fan Ji E Am | EI, Em. 
Die m linearen Gleichungen 
(Qis < ëy E, LG êi. Em) P = V1 3- (Gem > E1 E. Ga Én Em) P =V m 
enthalten “dieselben Koeffieienten, wie die vorigen Gleichungen, nur 
in einer andern Anordnung, und gehen aus ihnen durch Vertauschung 
von a und e hervor, wenn man sie in der entwickelten Form 
(di6: - &1 H.-F 4em : Em)P = Dis, (Om Ei. Er F-H anem Em) P = Um 
darstellt. Es ist also für sie 
ve, = a, +.:+4 Ge fa L 
Genügt die Größe p den m Gleichungen 
ap = 0, . . , Amp = 0, 
so kann man den Wert, der sich für sie z. B. aus den letzten m—1 
Gleichungen ergiebt, in die erste einsetzen und erhält dadurch als 
Resultat der Elimination der Gröfse p aus der gegebenen Gleichungen 
die sogenannte Resultante 
du. fOe |: . em 0. 
Da die Determinante a,.. Am pi. . Ga, die man die Resultante der 
Formen oy D... Ga D nennt, ein Aggregat von Gliedern ist, die für 
eine jede der Zahlen «=1,..,m aus dem Ausdrucke 
"WTE - Am | TA Em 
für A=1,..,m hervorgehen, so sind die Gröfsen PE, ,..,PEm pro- 
portional den Subdeterminanten 
BO AR An nr AR Om E Ate 
In der That ergiebt sich aus je m —1 von den gegebenen 
m Gleichungen 


0,4, am | ej. ën - 


P 
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18. Nach dem 1 ten Abschnitte ist die Determinante 
Ay». Am | Ĉi o Cm = (ae è a, +F.. Fame, . An ) ta .. Am | DEI e e Dam 
und folglich der Ausdruck 
CAM t + .. + Da E EE? .. Am | D .. Em 
für «SA gleich Null und für x = 4 gleich der Determinante 
du. -Am |: :Cm, denn er hat den Wert der Determinante, die aus 
dieser dadurch hervorgeht, datz man in ihr e, an die Stelle von e 
setzt. Es hat also 
(Are: ly +.. + Am €y » Am) €) 
und natürlich ebenso 
CR? . & -+ .. + On . CH ) a, 
den Wert Eins oder Null, je nachdem x und A gleich oder ungleich sind. 
Multipliziert man den Ausdruck 


(964. +. - HUmt, - Am ) 0) 


mit pe, für x= 1,..,m, so erhält man durch Addition die Gleichung 
Dei = (UP-t -Hamp . Am )e, 
und aus dieser die Gleichung 
P= ap E? rk, + Gan D. Ga 
durch welche sich, wenn wir 
Ou P = V1 5 + -3 Om H = Um 
setzen, die Gröfse p bestimmt, die diesen Gleichungen genügt. 


L9. Die Subdeterminante 
Ati On | Eje: en, 
welche den Koefficienten des Elementes a,e, in der Entwickelung 
der Determinante @;.. Am |&..€m darstellt, kann man für A=1, 
..,%—1l, x-+1,..,m in der Form 


Au e Du li Am | €p C) 6,6 <o Em 


oder 
4,4, Au Ou .. An | €, e, €) ĉi .. Cm 
darstellen und somit aus Gliedern zusammensetzen, die aus dem 
Ausdrucke 
— 4,6,. Qy Qu ft. o An | €y Ei. Em 
für u = 1,..,x—1,x + 1,..,m hervorgehen, 
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Folglich ist 
Gy». Am | & «Em T, E alt Ami | ër. - Em 
ein Aggregat von Gliedern, die man aus dem Ausdrucke 
— Qpe) > Ay Cy Ay Ou fit - -Am | Ee 6261 «= Em 
für %-1,..,x—1l, x+1,.. m und u=1,.., x St, D 
oder, wir können auch sagen, für A=1,..,m und u =1,.,,m erhält. 
Als Beispiel zu diesem sogenannten Cauchy’schen Deter- 
minantensatze betrachten wir die Determinante 
(ar pr—2ym+i pe. em » 
welche offenbar verschwindet, weil p=p&Ü.%4+..:.4+PEn: m und 
deshalb pe, .. €m =Q ist, Es ist 
(on pr2ym+ pe. em — ap" . (ar pr—!ym e, ge 
ein Aggregat von Gliedern, die aus dem Ausdrucke 
— a" pl éi, a" pré, Lë "1 E, ê.. Em | EL 6» Em 
und folglich 
ap” „(an p=)” e. Cm" 
ein Aggregat von Gliedern, die aus dem Ausdrucke 
a" p"—! e, .a"p"—!e, ‚(a p?y"—! ee... Em | €364.. €m 
für A=1,..,m und « =1,..,m hervorgehen. 
Die Form 
(ar pr Zi e, Gu ` (a")" ©... Cm pri 
ist die sogenannte Hefse’sche Determinante der Form ap" und 
(ap "1 6,6 .. Em | E16. . Em 
der Koefficient des Elementes a"p"-? e; €u in der Entwickelung dieser 
offenbar algebraisch-symmetrischen Determinante. Die Form 
ah 
wird die Jacobi’sche Determinante der Formen @,P"',..,q, Hm 


genannt, und es ist also die Hel’se’sche Determinante der Form ap" 
die Jacobi’sche Determinante der Formen a" e,p"—!,..,ate„p"-!. 


LK 


20. Die Determinante 


CID + a,) GA CR En + an) | e .. En 
stimmt, da ihr (x, Ajtes Element (g,e,+a,)e, fürASx gleich a, e, 


und für å =x gleich qg,-+a,e, ist, in allen Elementen mit ungleichen 
Indices mit der Determinante 
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gi, dan | ër. Cn 
überein und unterscheidet sich von ihr nur in den Elementen mit 
gleichen Indices um die additiven Größen o... ga, Durch Ent- 
wickelung des links stehenden kombinatorischen Produktes ergiebt 
sich unter Berücksichtigung der Gleichung 
Epei &yyrıer An |61 o i Ba Bei, , En = ai e An | Baies Ens 

dafs sie als ein Aggregat von Gliedern darstellbar ist, die man aus 
dem Ausdrucke 

CHOL EEL ELLE | Ey» » En 
oder 

(a,e;n) Agso Ay | €g eo Cys Orgs An 
für x = 0,.., n, erhält. 


21. Die Determinante 
(ay — ug. ën), (Un — Auen. En) | Er» En 
unterscheidet sich von der Determinante Qy.. æn | &.. €, nur dadurch, 
dals ihre Elemente mit gleichen Indices Nullen sind. Determinanten 
dieser Art treten in der Entwickelung der Determinante 


Ay... An | je- En 

nach den Produkten der Elemente mit gleichen Indices auf. Da 
nämlich 

gy. An = (Ages , Eu + Io — a: Ell, , (Anen - En + (An — Gan. En)) 
ist, so kann man sie aus Gliedern zusammensetzen, die aus dem 
Ausdrucke 
(ae; n) a1&ı Open. DL Gr: Bette Beil (An — An En - En)| Cept. e En 
für «=0,..,n hervorgehen. 


22. Eine algebraisch- und eine kombinatorisch-sy mmetrische 
Determinante ist durch die Determinante 

ACA. -Aen | Cg. ên 
darstellbar, wenn wir das Produkt oe ae: oder a?e,e,, welches ihr 
(x, A)tes Element darstellt, im ersten Falle als ein algebraisches und 
im zweiten Falle als ein kombinatorisches Produkt ansehen. Der 
algebraisch-symmetrischen Determinante können wir aber die noch 
einfachere Form 

(a?)" ir: e, 

geben, 
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23. Die algebraisch-symmetrische Determinante 
(a?e .. en” 
hat, wenn die Summe der Elemente einer jeden Reihe verschwindet 
oder also 
ae (e tH.. + er) = 0 
ist, als in der Form (a?)"e;.. €n (4 -+..+€)e.. €, darstellbar 
den Wert Null und ferner die Eigenschaft, dafs in ihr alle Elemente 
gleiche Koeffieienten haben. Der Wert des Koefficienten des Ele- 
mentes a?e,e, 
(aty"—1e,cı..En|E, ero En 

ist nämlich von «und A unabhängig, weil man in dieser Determinante 
z. B. das kombinatorische Produkt ee. €n für A> 1 durch — 6,6) 6 


.€n und darnach durch (e: -+ ..-+ €n) €) €z . fu = &;6j&- deck dl 
ersetzen kann. 
Die Determinante 
(a) i ez.. en» 
welche den allen Elementen gemeinsamen Koefficienten darstellt, kann 
durch Determinanten von derselben Form, aber von niedrigerem 
Grade ausgedrückt werden, wenn man in ihr das (x,x)te Element 
a’e;,ı durch die übrigen Elemente der «ten Horizontal- oder Verti- 
kalreihe in der Form 
— ale, (a+..+%+6,45+:..+ 6) 
darstellt. Denn sie läfst sich, wenn man ihr die Form 
(ar) I (—e,0 . 83 +6, (1—(&,+..+En)&3)) .-.(—En €1 En En 
(1—(e, +. «F En)En)) | ës, «En 
giebt, nach den Produkten der in ihren Elementen mit gleichen In- 
dices auftretenden Grölsen 
gie, A CnC 
aus Gliedern zusammensetzen, die aus dem Ausdrucke 
(—1)“ (a?ee, ;n—1) ateze, Or: 
(a?) Wë eun(1—(& +. Geng E 
afs En)En) Kr En 
für u=0,..,n—1 oder, da die dem Sen us 0 entsprechende 
algebraisch-symmetrische Determinante 


(a1 e,(1—(e&,+..+)E2).. en (1— (ez +..+6.)En)|E,.-En 
infolge des Verschwindens der Summe der Elemente einer. jeden 
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Reihe den Wert Null hat, für u= 1,..,ņn— i1 hervorgehen, und die 
in diesem Ausdrucke auftretende Determinante 


Oe Eur (1 — (e; + D + En) Eu+2)" . En (1 az CH +. e 
+ en) En) | Gig: Du 
entsteht, da ihr (x,A)tes Element für ASx die Form 
ae, + sti Cutit 
und für A=x die Form 
— AR ey Al GK VK eurer dE e en) 
hat, aus der Determinante 


n—u—i 2 
(e * Ey. nu; 

deren (x, A)tes Element für ASx die Form 

ar Cip 
und für å =x die Form 

— are, (a +. te, tert. +) 

hat, dadurch, dafs man in dieser die Indices um u vergröfsert und 
das aus e, entstehende Eu durch e, +.. + eup; ersetzt. 


24. Die kombinatorisch-symmetrische Determinante 
geg. Gera Ip. . Eu 
hat bei ungeradem » den Wert Null, denn es ist 
(— 1)" geg. Aena |C; .. €n = (in. . (ën | ez.. En 
und somit, da e,..e, | aae,..aae, = AEA . -Aena | €.. En ist, 
(— 1)" Aed.. Aena |€; . , €n = ACi.. Gëat "Ou. . En. 
Und ebenso ergiebt sich die Gleichung 
CG) get AeA.. Aena | A ae,a Oe. . Aena | Ep6; .. en 
und damit der Satz, dals die Subdeterminante 
AeA ACA.. End | E76, --En 
bei Vertauschung von x und A bei ungeradem a denselben und bei 
geradem n den entgegengesetzten Wert annimmt, 
Hiernach ist ferner, wie die Betrachtung der Determinante 


Qen—ı A Aera | En—1 En 
zeigt, bei geradem a 
geg, Un | ër .. En -ACA An A | E > .En—2 


e 2 
= 06,0 Gët. AnA | Cn—1 64. -En 
und also ae,@..a6,@ |€; -.€n ein Quadrat, Wenn deg, Aen—0 | €i -. En—2 


www.rcin.org.pl 


ee 


ein Quadrat ist, Nun ist (ae,a)(ae,4) | o pa = aeyaez*; folglich ist 
die kombinatorisch-symmetrische Determinante Aerts -Art | Cj. -En bei 
geradem n ein Quadrat. 


25. Die kombinatorisch - symmetrische Determinante ` geg 
.. 467 | € ..En Setzt sich nach dem Cauchy’schen Determinantensatze 
aus Gliedern zusammen, die aus dem Ausdrucke 
a?e, e, AEC) 09.01 Q&y@..AbnQ (Cu. En 
für x = 2,..,n und A=2,..,n hervorgehen. Nun ist bei geradem m, 
wie sich bei Bezug auf die in diesem Falle verschwindende Deter- 
minante des. . Aena "Co, fu aus der Determinante 


ae,a Aea GE 
ergiebt, 


Oe. (69%. Ott | Ei .- En” = A,A Ost, (ën | An. Eu 


, Oe ës. < Gen | Ezez -~ En 
oder 


— Le e EE ECK ur 
AEA ACz.. Anl | E62 fu = Vae,a gës, AnA ën, On 


é Vaca Q6,0.. AnA | E22 -- En» 


also ist, da die Zeichen der Wurzeln, wie aus der Annahme x = A 
erhellt, einander gleich sind und daher dasselbe von den Zeichen 
sämtlicher den Werten von A und den Werten von x entsprechenden 
Wurzeln gilt, die kombinatorisch - symmetrische Determinante aea 
<- ACnA | €, -€n bei geradem » das Quadrat eines Aggregats von n—1 
Gliedern, die aus dem Ausdrucke 


a?eıe, Vaca aeza..ae,a| 6,6, Én 

oder 

bei gleichen Zeichen der Wurzeln für «=2,..,n hervorgehen, 
Ebenso ist die unter dem Wurzelzeichen stehende Determinante das 
Quadrat eines Aggregats von n—3 Gliedern von entsprechender 
Form, u.s.w. Folglich ist die kombinatorisch -symmetrische Deter- 
minante ae,a..ae,@|e,..e,„ das Quadrat der Summe aller derjenigen 
Ausdrücke, die man aus dem Produkte ae,..ae, dadurch erhält, dafs 
man auf. alle möglichen Weisen die n Faktoren zu zweien kom- 
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E; n 
biniert und den dadurch entstehenden, — Faktoren enthaltenden Pro- 


2 

dukten das Plus- oder Minuszeichen beifügt, je nachdem die Reihe 
der Indices durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertausch- 
ungen zweier Indices in die Reihe 1,..,”» übergeht. Diese Summe, 
deren Gliederzahl (a—1)(n—3)..3.1 ist, heifst die Pfaff’sche 
Form und mag durch das Zeichen 

a” (ie. er 
in dem, da die Summe bei Vertauschung zweier Indices das ent- 
gegengesetzte Zeichen annimmt, e,..e, ein kombinatorisches Produkt 
ist, bezeichnet werden. Es ist dann 

ae... Aena | Ey -En = a" Dë ën 
und ferner die Pfaff’sche Form a"(2)e,..e, ein Aggregat von 
Gliedern, die aus dem Ausdrucke 
are e,a"—2(2)e„&,..En 

für «=2,..,n hervorgehen, 

Da man der hier auftretenden Pfaff’schen Form a*"?(2)e,e, ..En 
für «> 2 die Form —a”=?(2)eze,e3..C, geben und daher aus Glie- 
dern zusammensetzen kann, die aus dem Ausdrucke 

— a?e e a"™—* (2) TTT 
für A=3,..,x—1,x+1,..,n entstehen, so folgt weiter, dafs 
An (2)eı n — Ferera (2). En 
ein Aggregat von Gliedern ist, die man aus dem Ausdrucke 
— ateje, a?e,e, a" (2) epee -En 
für x =3,..,n und A=3,..,x—1,x+1,..,n oder auch å = 3, 
.. n erhält. 


26. Im 8ten Abschnitte haben wir bemerkt, dafs das Quadrat 
einer jeden Determinante eine algebraisch-symmetrische Determinante 
ist. Es ist 

gh, a | ete. En = (rt. ës oi ër, 
Ebenso kann nun das Quadrat einer jeden Determinante geraden 
Grades auch durch eine kombinatorisch - symmetrische Determinante 
und darnach die Determinante selbst durch eine Pfaff’sche Form 
und zwar in verschiedenen Weisen dargestellt werden. 

Offenbar ist 
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CAA -Pı + .. Fain Pn)». (Une, -i F.. F Anen Dal 
= di, Oe | & Ca e Dier Dn, 


Ist n gerade und sind zua, &n—ı%&n dë Kombinationen der Zahlen 


l,..,n zu je 2 von der Art, dafs die Zahlen %,,..,%, sämtlich 
von einander verschieden sind, — diese Kombinationen treten in der 
Pfaff’schen Form auf — so ist, wenn wir die Grölsen 9, :.,Pn 
mit den Einheiten ec... px durch die kombinatorischen Gleichungen 


AA Ze, o Ze Kb Pr Pr, ‚Pz, Kt, 


e, 
Sei, * 


n 
verbinden, stets 
Di . «Pn as ĉi e.n 
und ferner, wenn wir weiter 
Wen Dis Te APR 
setzen, zunächst 
. Le, =q |è Ke ge, .2, =ale, e 
Fin, Pay T aer, Prs de LS Cng? Jain E de s Zu Px, | "nt Zu 
und somit 
do, Du H.. Faden. Dn zc OI (ex Go, +..+ e 


mim 6 DD,’ € 
Ze ` Pr, wn 


1 


Folglich ist nach der obigen Gleichung unter den angegebenen Be- 
dingungen 
On. fal eis fu, fi, En zm Gi LCE F- <+ Ge Er) An | CXA 
ae Toa eh 
und demnach 
a Qn | €i. En = M -an lol Lë, ge, T. +6, fen: -An|(e,, €z, 
vk d 6.) 
Die rechts stehende Determinante ist eine kombinatorisch-sym- 
metrische Determinante, denn das (x,A)te Element hat die Form 
Ay) | (Cy ©, Hat ey Cu) 
Es entspricht dem Elemente a°’e,e, der kombinatorisch-symmetrischen 
Determinante ae, 0. ge le, gx, Die zu ihr gehörige Pfaff’sche 
Form hat daher die Form 


n 
(ez, Cr, 3 GË Hep da AA 
und kann sich nur durch ihr Zeichen von der Determinante Ou. On | 
€.. €n unterscheiden. Es ist aber AL, a Cy ein Glied der Pfaff- 
n 


schen Form und zugleich, behaftet mit dem Plus- oder Minuszeichen, 
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je nachdem die Reihe der Indices x; ,..,%„ durch eine gerade oder 
ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indices in die Reihe 
1,..,% übergeht, auch ein Glied der Determinante; folglich ist 


n 
Ay An | €g.. €n = Cx, +6, | E1- En. (Cx, Cz, t te, da on 
Beispielsweise ist u.a. für n= 4 
gu A | €i.. Eu = Aa, | Loës Fezes) > Agay | Lë Heze) 
— yg |\(&% Gage. datt | (e13 +ee,) ta, | Loës Hezea) 


- gata | (&46 +6324)» 
und in der That ist die rechts stehende Pfaff’sche Form gleich 


39 ..04 | (at ee,)(e,& +ee,) = M.. a, |&.- 64: 


27. Aus der Determinante 
ae,aae a | ee) 
ergiebt sich, da bei ungeradem n geg. Ost | €,.-en und bei geradem 
N Oe AA .. Oe | Eei.. €n den Wert Null hat und ferner 
get ACA . o AnA len, €n 

bei Vertauschung von x und À im ersten Falle denselben und im 
zweiten Falle den entgegengesetzten Wert annimmt, dafs das Quadrat 
dieser Subdeterminante bei ungeradem n dem Produkte 

Ae, AEA . HEET . . AEn HEET 
und bei geradem n dem Produkte 

AeA.. An | €y - Eu. A,A AJA ACLA. . AnA EAEIE - En 
gleich ist und also die Subdeterminante selbst sich bezw. von den 
Produkten 
na ETE EE T ml OAE CHE E md O O 
nur durch ihr Zeichen unterscheiden kann, Es findet aber auch 
darin eine Übereinstimmung statt, wie bei ungeradem n für x= A 
unmittelbar erhellt und bei geradem n für x= 1, 4=2 sich durch 
Vergleichung des Zeichens eines Gliedes in beiden Ausdrücken ergiebt. 


Für diese Annahme haben die Subdeterminante und das Produkt 
die Form 

— AG. .An léis, . Ge, ar(2)e, ..Eu OECD ës, En; 
und die Subdeterminante enthält als in der Form 


(aae,)(ae,a)(aae,) .. (ae,_ıa)(aae,) | 646 - . €n en—1 
darstellbar das Glied 
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AE jei AEC. o ACn En. Me. An en; 
welches mit demselben Zeichen offenbar dem Produkte gleichfalls 
angehört. Es ist daher bei ungeradem n 
ae,a ACLA.. AEn) Eze,» En = a" -1(2)e,e,..eu.a" !(2)e,e,..C 
und bei geradem n 
AeA AE A . Gëft | ChE, $ Ca = A” (len, Cn . ar (2) Eep Eu 


28. Die Determinante 
(ap lge: 0. . Aena | Pze,- En 
hat nach dem Cauchy’schen Determinantensatze die Eigenschaft, 
dafs sich die Differenz 
(ap,a)ar,@..ae,a | PzC, -- En — AP i Pri AÉ, Aol Anl "Eu En 
aus Gliedern zusammensetzt, die aus dem Ausdrucke 


gien a?P,e,. AC AACA.. ACA | CAE, Eu 
für = 1,..,n und å=1,..,n hervorgehen. 
Bei ungeradem a kann man diesem Ausdrucke die Form 
a? p,e a" -!(2)eje,..en.a2p,e,a"1(2)e,e,.. En 
geben, und es ist, da ae,a.. gë | e,» -ên =O ist, 
(AP AJ AELA. . Oëvt | Pat, . -Cn = AFF) P 6. . ên- art\(Z)Pze, <. En. 
Bei geradem v dagegen nimmt der Ausdruck die Form 
a” (2)e,.. &n.a2p,e, a?pze,a"-?(2) e,eje, -. En 
an, und jene Differenz ist gleich 
a" (2)eı . pe, Larl Pae, . pe — Pi Da gien, Cn) 
und folglich 
(ap,a) geg .. Aena | Dë, Gu = a" (le, ën. art?(2)p Dan, ver: 


29. Für die m linearen kombinatorischen Gleichungen 
Gë P = Vi y: . y A? Em D ees am 

ist, 

ae, a DÉI Alm A | e, .. Em . pe, ad OT # .. + On Aema)ae, a 

Dën O | &,6, - - Em 
und also bei ungeradem m 
0.98, = a™—! (2) (v16, +.. + YOmEm)Er: - Em - am -1(2)e,e, + Em 

und bei geradem m 

am (2)e,.- Em Pe, = am -2(2)(v,e, F.. H YmEm)ee;- «Em. 
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30. Die Determinante 
(ge, +ae,a).. (gEm Halma) |€,- Em» 
die sich von der kombinatorisch -symmetrischen Determinante aea 
, - Gë d "Eu. . Cm nur in den Elementen mit gleichen Indices um die 
Gröfse q unterscheidet, ist nach dem 20ten Abschnitte, da die Deter- 
minante ae;@..qae,a| e,..e, bei ungeradem x verschwindet und bei 
geradem x dem Quadrate der entsprechenden Pfaff’schen Form gleich 
ist, ein Aggregat von Gliedern, die aus dem Ausdrucke 
(e;m) a*(2)e,..e, OI 


für «—=0, 2, 4,.. hervorgehen. Der Koeffiecient von d" ist eine 


m 
Summe von (%) Quadraten. 


31. Die Determinante 

(ge, — ae,0).. (QEm — Qema) | €q +> Em 
unterscheidet sich von der Determinante 

(qE, +ae,a).. (gem H aema) | Eze. Em 
nur dadurch, dafs ir ihr die Horizontal- und Vertikalreihen dieser 
Determinante der Reihe nach bezw. als Vertikal- und Horizontalreihen 
auftreten, und es ist daher 

(ge, —ae,a).. (gem — aema) En, Em 

= (ge, + ae,a).. (gEm + Alma) | EC,» Em- 

Wegen dieser Übereinstimmung in den Reihen ergiebt sich 
ferner durch Entfernung der ten Horizontal- und Aten Vertikal- 
reihe in der ersten und der «ten Vertikal- und Aten Horizontalreihe 
in der zweiten Determinante die Gleichung 


ge,— ae,a (ge, — Oe, 0). (gem — Alma) | IEN Cm 
= qe; + ae;a (QE, + ae,a). . (gem + aema) | EI. Em 
und aus ihr unter Berücksichtigung der ersten Gleichung die 
Gleichung 


6106,00 EL FORA, 
der zufolge 
(ge, +ae,a) ge, — ae,a = (ge,— ae,a) ge, + geg 
ist, weil vermittelst der Substitution Zuse: — (qê, — aea) für qez 
+ae,a 
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(ge, +ae,a) ge, — ae,a 
für ÀS x und å =x die Werte 
29.8, QEy — ae,a, 2A . Ey ge, —ae,a— 1 
und in entsprechender Weise Per 
(ge,— ae,a) ge, t+ae,a 
für ASx und å = zx die Werte 
2q . e, QE, +ae,a, 2q . £, qE, + ae,a — 1 
annimmt., 
Sind nun 9, ,..,2m Gröfsen, die mit den Einheiten e, ,..,e„ 
durch die Gleichung 
ge, — 46,0 . P, +.. + Em — Am Pin 
= ge, tae,a.e, H.. Fgm E Gët. Em 
verbunden und durch sie offenbar bestimmt sind, so ist 


Puea = (g2, — ae,a) ge, + geng, 


Pze Se (gE, ” ae,a) QE, — A,A 
und somit ; 
Pe =p; Ei, 
Infolge dieser Gleichung läfst sich die Gröfse 
EI a eP, Pı +t. ETH - Du 
in der Form 
Oj zn Pı EP Di +. + Pme, , e Du 
oder 
kel Jh WE VT) 
darstellen, und es ist, da offenbar andererseits 
Eu Er (e? + .. + Em.) e 
ist, 
GN LL Gw =  Zw ER, E Be 
und ferner, wie sich in derselben Weise aus der Form 
e = eP , Dy Ska "2 e) Pm . Pm 
ergiebt, 
&? bk, It CA, =p} F’ E Be, e EE 
Endlich ist infolge des Wertes p,e,=(ge,—ae,a) ge, +40, 
augenscheinlich 
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Di, -Pm | C1: Em = (QE, — AeA) < (En — Alma) | ge, + ae,u 
© e QEm F Alma 4 
oder also infolge des ersten im I4ten Abschnitte abgeleiteten Satzes 


und der Eingangs gegebenen Gleichung 
Di, Pm | e, Se $ = 1 


und natürlich ebenso 


P1-:Pn|&ı.-m—1. 
Führt man in die Gleichung, welche die Größen p, ,..,Pm mit 
den Einheiten e,,..,€ verbindet, eine ungerade Anzahl der Gröfsen 


P mit dem Minuszeiehen ein, so ändern sich die Gleichung p,e) = 
p,e} und die aus ihr abgeleiteten Gleichungen nicht, die Deter- 


minanten D... Da |C} -+ Cm und Di. Pın (Eu. Em dagegen nehmen den 
Wert —1 an. Eine gerade Anzahl Minuszeichen bewirkt keine 
Änderung der Gleichungen, 


32. Ein Ausdruck, welcher die Grölse p enthält, ist für 


» = DÉI -ĉi Te + Pem . Cm 
eine Funktion der Gröfsen pe, ,.., Pem und für 
p= PP, Pi E, + PPm -Pm 
eine Funktion der Größsen pp... Ha und geht, aus der ersteren 
in die letztere Form über durch die lineare Substitution 
pe, =pm, ‚Die, > + PP De; VR 
Dem = PP; -Plm +.. +2PPm : Da Én - 
Die Gröfsen 


P11» -+3 Pıem 53 + 3 Pms- Dm Gun 
nennt man die Substitutionskoefficienten und ihre Determinante 


2 
die Determinante der linearen Substitution. 

In dem besonderen Falle, wenn durch die Substitution sich die 
Summe der Quadrate der Veränderlichen in die Summe der Quadrate 
der neuen Veränderlichen verwandelt und also 

Pe, +..+ Pen = PP, E. ff 
wird, heifst die lineare Substitution eine orthogonale Substitution. Sie 
ist an die Bedingung 


DET 


Schendel, Grundzüge der Algebra 3 
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gebunden, denn aus ihr ergiebt sich neben der Gleichung 
E tem = Di Sa +Pm 
die Gleichung 
e? + .. € Em =p; + . + Am: 
Da nach dieser Gleichung 
Papi (er H.. Hen) 
für AS x den Wert Null und für A—=x den Wert Eins hat — 
dasselbe gilt auch für den Ausdruck 
(pt. kt Dell 6,613 
— so ist das Quadrat der Determinante der orthogonalen Substitution 
gleich Eins, weil 
Pı D «Pm | & .. ES, u (e F .. E p Ge IP Di P Dm” 
ist. Der Gleichung p,e} = p,e) kann man übrigens auch infolge 
der Gleichungen 
A aT CE7 E7 
die Form 


PE = pê 
geben; daher ist 


Pi. Dm | Ei, - Em e Be, Pa, EI EA 


weg ER Pu, Pi- -Pm | v M a sx DA, & .. Em . 


33. Schließlich lenken wir die Aufmerksamkeit auf das 
kombinatorische Produkt 


(Pa — nl, Din M)» 


welches als offenbar identisch mit dem Ausdrucke 


(Pa — Pı) - (Pa — P1) Pn + Pa Pi » -Pa 
in der Form 
| (Pi +.. + Pa) Pi -Pa 

darstellbar ist und somit die Eigenschaft hat, dafs es genau so, wie 
das kombinatorische Produkt 9, ..pPn, sein Zeichen ändert, sonst aber 
denselben Wert behält, wenn man irgend zwei der Gröfsen 9, ,.., Pn 
mit einander vertauscht. Wir bezeichnen es durch D ..Pn und 
setzen also 


D Dr = (pipi). (Pi =P) 


oder 
Pi- -Pa = (Pit. -+HPa) Pi- D, 
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Offenbar ist auch 
Pi -Pn = Pi . PrP Pry. Dy 


und insbesondere 
Pi- -Pn = Pi P2- PPn. 

Ferner ist, wie sich aus der Gleichung 

PPa . . Dn = DCH +.. Tel DEA 
ergiebt, 

PP. Pan = Pye Dua, PnP- -Pn = Pı- Du 
und demzufolge 
PP, e Un = Dn, Pan DÉI) * Pns 
und endlich gilt die Gleichung 
PP» -Pn = Pi- -Pa 

oder 

p(P, n +Pı)Pı , Du = Dy, Du: 
weil 


O PPa- = PCP, Pa. -Pa Pa) = PPa Pa -> PP Pa 
und pp, Pa = De Pı) =P, Pz, Us. w. ist. 


34. Multipliziert man die Form 
p=pe,.e,+::+PEm em 
 kombinatorisch mit dem kombinatorischen Produkte e4.. em, so erhält 
man die Gleichung 
pe, . , Em = (pe, +..4PEm) . Cu: . Cm 
und darnach unter Berücksichtigung der Gleichung 
pe, .. Em ne e .. Em sajas pe, .. Em 
in dem besonderen Falle 
pe, = + Dën -1 
die Gleichung 
pe, .:m= 0, 
die der Gleichung 
Pe,- -€m =Ù, 
welche aus jener Form durch kombinatorische Multiplikation mit dem 
kombinatorischen Produkte e, pu hervorgeht, in ihrer Gestalt genau 
entspricht, ) 
Die Gesamtheit der durch die Einheiten e,,..,e, darstellbaren 


Grölsen 
3 = 
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end, 


De pE -Lrt -F üëwm : m 

nennen wir ein durch sie bestimmtes mstufiges Gebiet und bezeich- 
nen es, da für eine jede Gröfse p, die ihm angehört, die Gleichung 

ën. m = U 
besteht, durch das kombinatorische Produkt e... Gw, In dem be: 
sonderen Falle 
pe, t..+pEm = 1 
gilt für eine jede Größe p dieses Gebietes auch die Gleichung 

pe, vw Cm = 0, 
und da derselben u. a. die. Form 

C Pej. Cu = 0 : 
gegeben werden kann, so ergiebt sich, dals die Größe e,p dem 
durch die Grölsen e ës, i% ‚ee bestimmten (m — 1)stufigen Gebiete 
e, Gw angehört und daher durch diese Gröfsen dargestellt werden 
kann. In der That erhält man, wenn man die Gleichung 1 = pe, 
+H.. +pPEm mit e, multipliziert und. dann von der Gleichung p = pe, 
.e, +.. F Pen. m Subtrahiert, die Form 

ep = péz. DI? Eet Pem Ejla 
Und ferner sieht man, da 
p=e,+te,p 

ist, dafs eine jede Gröfse p des mstufigen Gebietes e... Go sich 
durch Eine diesem Gebiete angehörige Größse und m — 1 Grölsen 
des (m — 1) stufigen Gebietes e, .. €m darstellen läfst, 


35. In derselben Weise, wie sich aus der Form 


p= pe, = ĉi +.. H Dën +. Cm 
die Form 


Pa Pu = (6,8, MYP p Pa| EN Epy EE? 
ergiebt, erhält man, wenn man von der Form 


p=e, + pe, A Ge, E. F Dem . € Em 
oder 


P= ple t: -F En) e, pË, Elert. FH PEm - € ëm 
ausgeht, die Form 


Di, Du = (e,e;m—1)(p, e SCH Lk, EF Em) ges Én D DTD 


GR Pı | «Pu | €, .. En- . Cut: .. Citi) 
oder also, wenn man berücksichtigt, dafs 
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D. = PiPi Pa- Pi Pa 
und 
Palë +.. + Em) Fr 1, 
Ditz (at. t+Em)=9..,PiPa Lëck, Em) 0 
und folglich 
Pı. -Pa| (l&i t. eF Em) Ez.. En = Di, , Ph (ës, En 
ist, die Form 
Pi a -Pu = (e, LF: — 1)(pı e «Pu | Ez .. En . 7123 .. Cn 
ck Gr, O N EEN NAT 
Ferner ergiebt sich, wenn wir aus den Gleichungen 
Dy = Dën, e H -H Duën, m, 1=M&a-t:-.+P,Em 
die Form 
HIP = Dë DÉI ch d F Du ën . Pem 
ableiten, in derselben Weise die Form 
Së, AE T OT Be E gece A 
und aus ihr unter Berücksichtigung der Gleichung 
PP i. Pa = Pi. Dy PPI- Dy 
und der Form 
Pie. Pa = (ereim) DD. : Dy EE Ei, E 
die Form 
Pie Pr = (6; 85m) 4: Pinhey sni. eju E 
und endlich, wenn wir aus der Form 
P= A+ Dës, ëugs H H Dën - &ı Cm 
die Form 
PPa =P, Pa | Ex: 1y H: -EPa Pa | Em - Cie 
ableiten, die Form 
Pı- Pa =Œ (e,e;m—1)P, An ED En Crer. Én, 


Aus diesen Formen, die vorzugsweise gür die Geometrie von 
Interesse sind, bietet sich für m = m insbesondere die Gleichung 


Di, Dn = pi- Dal ën, Em - ep - Em 
dar, die der Gleichung 
Py Da = Pyr Pm Ey ++ Em Én, Cn 


entspricht und uns zeigt, dafs nicht blos das Gebiet 9, ..p mit 


dem Gebiete e,.. gw, sondern auch das Gebiet 9,..Pm mit dem 


Gebiete e, ~.. €m identisch ist. Durch die Grölsen 9,,:.,Pm, die 
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wir selbstverständlich als von einander unabhängig voraussetzen, stellt 
sich die Gröfse p in der Form 
p=pp; Pit. H Dia -Pm 
dar, und es ist, da die Gleichung 
PP + -Pm = Pi- -Pm — PP -Pm 
infolge der Relation 
pe, . - €m = O oder PP, `e Pm = 0 
die Form 
PPa- -Pm = Di, -Pm 
annimmt, stets 
PPpıt--+PPmn = 1, 
wenn pe, +..+pem = 1 oder 


Pe tH.. H Pem = 1 
ist. 


36. Von den vorstehenden Formeln machen wir eine An- 
wendung bei der Lösung der Aufgabe, die quadratische Form ap? 
unter der sich als notwendig erweisenden Voraussetzung 

(a2) en gw "SO 
für pe, +..+PEm = 1 in einer Form darzustellen, in welcher die 
Veränderlichen nur im Quadrate auftreten. 
Wir setzen zu dem Zwecke zunächst 
p=P,tp,P 
und damit 
ap? = ap è+ 2a?p, p,p + ap, p’ 
und bestimmen die Grölse p, so, dafs 
ap pı p = 0 
wird, indem wir mit Rücksicht auf die Form 
PaP = Pre HPE -6163 +: + PEm EVEN 
die m — 1 Gleichungen 
a? P,e, AUS a? P Eem zz 1 
aufstellen und aus ihnen vermittelst der Relation p,e ıt:-+PıEm 
=1 die Gleichung ; 
ap pe zU 
ableiten, 
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Infolge dieser m — 1 Gleichungen erhalten wir, wenn wir auf 
Grund der Gleichung 


9%: «Em = ĉr. + Em 
die Gleichung 


(arm pie, WA DI GE CM ĉi zs emn- 


bilden und der linken Seite derselben in ausführlicher Darstellung 
die Form 


2 H a . e 
AP are e2.:ade,em | 246,62. Ei Em 
geben, ohne Weiteres zunächst die Gleichung 


ape Lei? e, m = IO e Ge 
oder 


_ (a)"e,.. em” 
(amt ée. . gu 


ap è 
Ferner ist offenbar 


e, Em Dë = pê,- Ems 
demnach auf Grund derselben Gleichung 
i i Enge 
(a?) e, ën, Duë = (OTI Pier. fm | Pir Em 
und folglich 
(off e. en pe = ap Ion) ën, om VOe e Em 
oder 
CHE 
A Mem tg d Zeen A AE eh 
d Vd wi e, T em 
Die Gröfse p, ist hierdurch bestimmt, es ist 
(arm AE 
(a?ym—1 e, .. em- 
und da auch das von der Gröfse p unabhängige Glied ap, durch 


die Koefficienten der Form ap? dargestellt ist, so führen wir nun, 
indem wir 


PiS 


3 


P=Pı + PPr- Dua +: + PPm PıPm 
setzen, die m — 1 Größen 9, ,..,Pm vermittelst der Form 

Pa P = PPr- Pı Pat + PPm - PıPm 
in die transformierte Form j 

ap? = ap è + ap, p* 
ein und geben ihr die in Rede stehende Form 
ap? = apı? + pp? - ap, Pr? +.. Die aP Du As 

indem wir für ungleiche, der Zahlenreihe 2,..,m angehörige Werte 
von x und A 
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ap Pa PPa = H 
annehmen. Nach dieser Annahme gelten für die m =t Gröfsen nur 
Liam —1)(m —2) Gleichungen. Wir bemerken nun, dafs sich, wenn 
die m —3 Gröfsen 

Do Pad 
bezw, den Gebieten 

Dn, Pari +» Di Pmi 

angehören, die Grölse Pi Pro durch die Gröfsen p Py» -pı pı dar- 
stellen läfst und demzufolge für z> 4 

a*Pı Pho PıP, = 0 
ist. Da À die Werte 3,..,m — 1 annimmt, so treten damit zu den 
vorigen Gleichungen $(m — 2)(m — 3) Gleichungen, und wir haben 
im Ganzen für die in Betracht kommenden 2(m —2) Grölsen (m -2)? 
Gleichungen, vermöge deren wir die m — 2 Grölsen 


P3 .. »Pm 
vermittelst der m — 2 Grölsen 


P2, Po at Paya 
darstellen können. Es verschwinden für z= 3,.., m die m— 2 
Gröfsen 
NI Pa Pi Pz» APP, yP Dy»: VA Pi Da un PiP 
aD Man Pi Hen: Di PmPı Pz» 
und folglich ist 
PıP; SC (o? =? Pi PoP 0° -P,-1,0 P,+ı .. Pm l & . -ms 
weil in der That 
a` Pi P,PıP, pg Ce PıP,PaPz0° -Pz-1,0 Pz+1: -Pm | ê + Em 
für 4 = 2; 3,05,..52—1,0;%+1;..;m verschwindet. Für A= x 
dagegen hat man . 
apı p, = (— Der (a?! Pi P: P 0° Han Pz .+ Pm | e e e Ëm 
und, weil Pi Sé Du = Pı . «Pm | & .. Em e e "zi Cm ist, 
D P 2 re H 2 5 sf D 
(apip, ) = (a1 ej. em” . (a)m-1p, Ae Ban - - Pro Ms Ba" 
und es ist also, da die zweite Determinante nach dem Laplace- 
schen Determinantensatze infolge des Umstandes, dafs die Größen 
DOT und KT Pu finyu- =x. i, und A<x ver- 
schwinden, die Form 


www.rcin.org.pl 


ei EC 


vg 7 H: Dua: Pe“ aa Fir D Pz. Din” 
annimmt und ferner infolge des Verschwindens der Gröfse vin, Di P, Pu 
für WS À 
(aP E Vy - Dm- er ap dr > : aP: Dm” 
ist, 
` $ Ce a 2312-2. 2 
apı P, = (a?) Ciee Cm7. (@°) Diir au: AE 
. AP i Pipi d P, Pm 
Für. m = 3 insbesondere ist 
fa = APP, | C1303, 
ap, p3” = \a?)” ee”. ap, P? 
und für m = 4 ) 
Dun = (PP, PaPa | 6a- Eu 
PiP = (€?) Pi P> Ban) ER 
ap, P3? = ole oe fie gi: P Ap Du, 
ap Ppa =(ar)?e;. IS . (ap Pa Pao~ 

Die Größen P3; Py or- Du 10 sind als beliebige Gröfsen an- 
zusehen, und die Grölsen 93,..,Pm sind, da die Grölsen Du: 
Raa als den Gebieten 9,..P35:-Pı--Pm-—ı angehörig voraus- 
gesetzt wurden, ‘Gröfßsen, die den Gebieten 9,9; Mun: — Dr Dean 
Da un @ugehören. 


Zweites Kapitel. 
Alternierende Formen. 


37. Die Operation des Entfernens einer Gröfse ist bisher 
nur an kombinatorischen Produkten in Anwendung gekommen, 
Faktoren kombinatorischer Produkte wurden entfernt, also Grölsen, 
die in den Produkten nur einmal auftraten, und bei denen die Stelle, 
die sie als Faktoren. in denselben einnahmen, berücksichtigt werden 
mufste, Diese Rücksichtnahme auf die Faktorenstelle ist nun bei 
algebraischen Produkten, wenn wir aus ibnen eine Grölse entfernen 
wollen, ‚nicht, nötig, dagegen ist zu beachten, dafs in ihnen eine 
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Gröfse beliebig viele Male als Faktor auftreten kann. Wir bezeich- 
nen durch das Operationssymbol p vor einem die Größe p in der 
nten Potenz enthaltenden Ausdrucke die Summe aller derjenigen 
Ausdrücke, die sich aus demselben dadurch ergeben, dafs man in 
dem »faktorigen Produkte, das die mte Potenz der Grölse p dar- 
stellt, einen jeden Faktor p einmal entfernt, Wir setzen also 


E A n! u 
ne E URN SEHE. RE 
ee CSR 
und sehen diese Gleichung als allgemeingültig an, indem wir die 
Potenz p” auch in dem Falle, wenn a nicht eine positive ganze 


Zahl ist, als ein Produkt von a Faktoren betrachten, 


Die mehrmalige Anwendung der Operation p zeigen wir durch 
einen Exponenten an und setzen also 


= n! 
p“p" PZ TEY SE? 

Soll ferner an die Stelle der entfernten Gröfse p die Grölse pı 
treten, so deuten wir das dadurch an, dafs wir neben das Operations- 
symbol p die Gröfse p, setzen; darnach ist also 

a n n! n—1 
JD = ISS HA Pı 


und bei mehrmaliger Anwendung der Operation pp, 
8 n! 
ppi p" = Zait E 
Endlich bemerken wir, indem wir uns auf den 2ten und 3 ten 
Abschnitt beziehen, dafs die algebraische multiplikative Verbindung 
des Produktes 


p ka vm ni 
mit einem nfaktorigen Produkte der Gröfsen æ das arithmetische 
Mittel aller derjenigen Ausdrücke darstellt, die man aus demselben 
dadurch erhält, dafs man auf alle möglichen Weisen p, mit x, ,.., 
Pr mit x, Faktoren verbindet. Die Anzahl dieser Ausdrücke, durch 
die ihre Summe zu dividieren ist, ist 


BE... Le P n! 
ži %, Kr N. tm en all 


n 


Die Gröfse p, kann man auf (.) verschiedene Weisen mit x, Fak- 


1 
toren des nfaktorigen Produktes verbinden oder, wenn wir dieses 
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Produkt als einen Lückenausdruck mit n, mit den einzelnen Fak- 
toren verbundenen Lücken, in die die Gröfsen p eintreten sollen, 


n 


auffassen, in x, Lücken setzen, wodurch ( ) Lückenausdrücke mit 


xı 
m— x, Lücken entstehen; in jedem dieser Ausdrücke kann man 


: N n—ı A SE d 
ferner die Größse p, auf ( ') verschiedene Weisen in x, Lücken 
x 
2 
d CET 
setzen und erhält dadurch aus jedem Ausdrucke ( d und also 
Za 


HM n n Kë x LÉI LÉI . LU 
im Ganzen k ) ( d i Lückenausdrücke mit n — xı — x, Lücken 
1 2 


und folglich, wenn man so fortfährt, schliefslich die angegebene 
Anzahl von Ausdrücken, die n — x; —..— x, Lücken enthalten, 
` Der Ausdruck 
pap” = na” mc) 

ist also, wenn iz a,..a, ist, gleich dem Ausdrucke 

Ula P. AnP H.. ta P.- An—ı Pin, 
der sich natürlich auch direkt durch Entfernung der Gröfßse p aus 
den einzelnen Faktoren der Grölse 

ap” zs Ou D. Anp 

ergiebt. Ebenso erhält man den durch die Operation p aus der Form 


a ` bet ën, na a,p"" a, p”? 
entstehenden Ausdruck 
Zi r 
OC Af Wed A da A PON WT Pal i 


sowohl durch Ausführung der Operation p an der Gröfse pt"? 


und demgemälse Bildung des Ausdruckes 
GEZ DW fe eweg 
als auch durch Vornahme der Operation p an den Faktoren oa p"" 


ng 


und æ, p"? und dementsprechende Bildung des Ausdruckes 
DTW a, p+ ap" .pa,p"?. 
Und in derselben Weise ergiebt sich ferner z. B. der Wert des Aus- 
druckes R 
p (ap")* = p (aY p”* , 
wenn wir durch Anwendung der Operation p auf die Gröfßse ui" 
die Gleichung 
p (a")*p"* ES nr (a")* viir) 
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ër ZE 


oder durch Anwendung der Operation p auf jeden der « Faktoren 
ap" die Gleichung 
plap”)* = yap”) pap” 
bilden, in der Form 
ny (ap ý ™' ar p, 


3%. Das aus In(n—1) Faktoren bestehende Determinanten- 

produkt 
44; |6463. Oe |€1€a » Agag | &Ez..Arlin | Ee la ln | CE, 
setzt sich aus den algebraischen multiplikativen Verbindungen der 
Grölsen a,"!,.., @,"=! mit den Grölsen en, ejn ezhi] ége Th 
e,"=! zusammen und besitzt die Eigenschaft, dafs es sein Zeichen 
ändert, sonst aber denselben Wert behält, wenn man irgend zwei 
der Grölsen a mit einander vertauscht, und also verschwindet, wenn 
man irgend zwei von ihnen einander gleich setzt, oder, wie wir uns 
kurz ausdrücken wollen, die Eigenschaft, dafs es für die Gröfsen 
ga... fu eine alternierende Form ist. Dasselbe gilt auch von der 
Determinante 
ap! Sé Ay! | erT Chef j TS Bum Bien 
Es kann sich daher von dieser nur durch einen numerischen Faktor 
unterscheiden. Dieser Faktor erweist sich aber als die positive Ein- 
heit, wenn man bemerkt, dafs das der Determinante angehörige Glied 
ar! EM Pr i E A n—2 fy Red H Red Aë goë) 

auch in dem Determinantenprodukte auftritt, und es ist daher 

u | a TE el, 

Und ebenso ergiebt sich, wenn a,..a, ein algebraisches Pro- 


dukt ist, unter Berücksichtigung des Umstandes, dafs a,a, tr} 


el a ; 
e,*! ein arithmetisches Mittel von e į) Gliedern ist, die Gleichung 


D 
n—1 n—1\. '- - —1 - 
RR 
n(n—1) 


> (—1) 2 ah , an | GiT. i Be, 
Nun besteht offenbar für das algebraische Produkt der kombi- 
natorischen Produkte ent. eX) und el. e) die Gleichung 


R; d RK Lë er Er Ben, k eg SE 
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Es gelten daher, wenn wir 29 — H annehmen und also nur binäre 
Gröfsen in Betracht ziehen, die Gleichungen 


n—1 n—1 
wd eg EC n-i n—1 uf Sab 
GER ©. ( o Bi Ja W Ae Sdei DR, i 


aE Weien EEN EE EE 5 
ae!) 
EH D api. at Jeto, a, 
folglich ist, wenn wir sie mit dem kombinatörischen Produkte 
DAT. mai T multiplizieren, 


n—1 med 
n—1 ai] p n-i., pn- = bi ) 
a, ..wn Pi Pn ( 0 KZ 
y Weg? t An”! ZA sii g EN, ; Di) | SR : Gaz? 
und ferner 
Br dn 188, Bei) 


nin—1) 
E ( A 1) ? q"! Si ke |e"! O 1, Wie WB u | (ie, d he 
oder, da das (x,A)te Element der links stehenden Determinante 


- n—l n Be 
a, AnP =A. -AnP A Di 
ist, 
au. d Che 1% E Ae 
n(n—i) Zu ge S Se A ti ? ai? 
ve e E a" 1. dn" He” dës", Lef? 2," (eu Ve 


ZE (unay ? a na N n 
WT r E 
Dem in diesen Gleichungen auftretenden Produkte | 
Be a a ET, En a 
kann auch die Form 
gutt: ën, Aut Aa Dë Du, Lëps Det Pa | Eike 
oder, da PP, =PıPa| EE. je, HS. w. ist, die Form 
a4, (PiP «Au Au | Pu—1 Pan 
gegeben werden. 
Nimmt man 
Pi = Qi | 61235.. Pn = An |643 
oder 
un ales? Ai rien: $ An Ren — Pu | Eit? 
und damit 
PiP EEn — A,A; |6435.. Pu-i Pr | EE SA1 An ! 6,6, 
an, so ist insbesondere 7 
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EZE "28 


E n—l = n—1 
aja ..Anla, leje) E EAC 6 ga) 
SCH 
34 (—1) 2 (ës? Cé sc? | r 5 e,"1)2, 
Hiernach gilt ferner, da wir für =1,..,r 
ECH N ENA 
a, .. a,4, .. Ou BE eer 
4,4, O 
und also 
n—1 


BEN 


Be 4,4 ..An (A, | €163) 
Qj -Ark . -Anly |e) = $ 


Eeer ES e 
setzen können, die Gleichung 
CA 
(—1) ? %..90 .:0' (a leet". fo, leet" 
BCEE CH Re tet 
C Ae Wi Gr? | ar! 2 A je 


39. Die Determinante 


+r 14r n—1) (1-Fr) (n—1) (1+r) 
. n 


= 1 - ( 
Ug.. An oi Or: An |P, .p 
ist sowohl für die Größsen oy... Ou, als auch für die Gröfsen p, ,.., 


Phau eine alternierende Form und kann sich daher von der Determinante 
UE n—1 


RER Ak TE Male Sale N Pr 

nur durch eine Form unterscheiden, die, vom Grade r in den Gröfsen 
du. Any :.,Audy.., und Pa EN VT sich aus den algebrai- 
schen multiplikativen Verbindungen dieser Grölsen mit einander 
zusammensetzt und in Bezug auf die Grölsen a,,..,a, und 9, ,.-, 
D, symmetrisch ist, d.h. bei Vertauschung von irgend zwei der einen 
oder der anderen Gruppe angehörigen Gröfsen unverändert bleibt. Für 
r= 1 ist diese Form 


n—I 


= = LE 

di. Anes Anly -o On | Du -Pa 
und folglich, da ein etwaiger numerischer Faktor, wie sich für p, = 
a, | €135 -+ s Pn = An | e,e, ergiebt, ausgeschlossen ist, 


> er 2 2(n—1) Hike E 
da, Ga. Dat). Ga |P, Dee "3 


= = n—1 n—1 
— 4,0, Ga, 00, fe RL, ı vs 


KS el WEST Age Pe 
eg re uer et, DE CC Ba KC 


oder 
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Ee Sr 


Cas Zoe HT «Pn age Pie An! ME 2 Ze 
H ee -1|p, ale 
Die links stehende Determinante erhält man auch durch An- 


wendung der Operation p, p.. pyp auf die Determinante 


Deng Zenit € Fa Ze 
die dadurch die Form 


(Ira Ahr Oe Lë Hp, Be H 
erhält. Es ist 


Dir, Done tn 
D el -Pa = (—1)" n Wegen 


du. . Oe P” 
und folglich 


e EE 
ad -An 12,7" ..Pp NEE p". 4; za, . OC Hlp), Be") 


oder, da 
u.a tan. 
E pr aa tet ten". A u Dan (Di Ba 
di, , Gan, di, Oafla 
ist, 


= d Me Dre s 
Aa O TN Dar. 


(Aea ap Ayapa" BP: Ba pila fa PENA BCL 
(éi Ga Bell BC erc), gef) 
Ai oa TE wt eg STE Zoe, | Lee 34a l 


oder 
(nidi tap i p mlp pak apy, 
BEC aE ap — aa) T A AS A gef 1 
DR RD EEN P Ball LCE, A N I 
Dieser Gleichung, in der die Grölsen @,,..,4, links einzeln 


und rechts in der Verbindung eines algebraischen Produktes auf- 
treten, können wir auch die Form 


PR! 
_ (na, anp —(n—1)p a .. an)" De ged aP, Deg 
a, E? A” p?” —ı a RR are, | Ak ZS &" 7 -4 f 


geben. Zerlegen wir die links stehende Form in eine Summe, indem 


u E 


wir auf die einzelnen Faktoren des kombinatorischen Produktes 
Pı!..Pn' die Gleichung 
p= (EIN eg aria 
anwenden, so ergiebt sich als Koeffieient der Gröfse 
Da Tr Dt een 
die Form . 
Eye tn KT E T le "emie "re am 
oder, wenn wir p= ër annehmen, die aus den Gröfsen 


are me Te, Jdt 

zusammengesetzte symmetrische Form 
gef, od | (— e" ur .(— 6&7! e", 

während wir durch Bestimmung des Koefficienten jener Gröfse auf 
der rechten Seite einen dieser Form gleichwertigen Ausdruck erhalten, 
der die Grölse a,..@a,. in den Verbindungen mit den Gröfsen en... 
e,” enthält. Für a,..a„— a” sind die Gröfsen 

— a Note, 
die Wurzeln der Gleichung om e," "p°—=0, und es ist somit eine 
jede ganze symmetrische Funktion der Wurzeln dieser Gleichung 
durch ihre Koeffieienten darstellbar, 


40. Das Produkt 
n—1 n=l n—! n— i n—1 ni n—1 n—1 
ar RU Ië ën le a + ee 


ist u. a, durch die Determinante 
n—I Zu n—| DEA 


(le; ch VK S .t+(e, ) a, 
oder 
( (4)? — (er") 
(e)? — (e; ) 
darstellbar, 
Ferner können wir das Quadrat 
(a, 3 ar! | a” N S SS 
durch die Determinante 
(a, 2n—2 4- Ka, "Leger A (ei n—1 A Dal 
und allgemeiner den Ausdruck 
Le, hip. dla at ber. engl 
durch die Determinante 


n n -1 n—1 e 
ës, "OUER bet "FE, TA 
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SC e 


(vr? hg gä? (é (er) éi Deel b 
ausdrücken. 
Dieser letzteren algebraisch -symmetrischen Determinante kann 

auch die Form 

CH Me AC EE H Aaf Déi (er! eu). C F ey- 
gegeben werden, in der, weil dadurch der Wert der Determinante 
nicht geändert wird, die Grölsen e, und e, auch mit einander und 
einzeln bezw. mit den Gröfsen —e, und —e, vertauscht werden 
können, und in der ferner das (e, Ate Element die Form 

Vi l Ce Se (iv fe" WË? F.. F 9,076 TA (aple! Rang 
hat. Sie läfst sich also in dem besonderen Falle, wenn man die 


Grölsen v,,..;®, so annimmt, dafs 


2r—2 Ar—!? 
WK = 1,..,0n@n&ı wd 


ist, durch eine Determinante ausdrücken, in der das (LG, Alte Element 
unter Voraussetzung der Gleichung a@,..4,—.«a” die Summe der 
(#-+A — 2)ten Potenzen der Wurzeln der Gleichung oe," = 0 
darstellt. Diese Determinante ist 


(mI F.. E a) (— elef, Lë" eI F, 


41. Aus der Gleichung 
0,|6j6z. Ananzı lée = uf, Ou Të, af 
ergiebt sich, wenn wir 


P= Gei €e oder up = P EAF 


und 
ETS 
a” = A a 


setzen, die Gleichung 
TA 2 Gef") | e u Wee? À ap" rn (p | €, Me a,” ki Ad GAR: 6,” 
und aus ihr, da 
` "ER EZ td) a me z 
(p| €12)" ee: = (—1)""" pe, PE, 


ist, die Gleichung 
n n—! n—1 mn / n=l n, Baies X 
Ehe ER I ER nn 2 en 7 
rar n n n z+i —1—! z-i 1—x n 
T a, D Ay le, OC GEM )(e, ae KA e 


Giebt man ihr ferner die Form 


Schendel, Grundzüge der Algebra. 4 
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e CS 


E, aer, S T 
=q4,"..a,"(P| EE, Goal 
und multipliziert sie dann mit der Gleichung 
(— wgl e d RK Se | "en d Br 3 ap," 
wel ET ME DOIT WIDE D Bu 
nach der Multiplikationsformel 
Be | bsy A Hi, Dam 1 Ei, T 
= (a16, -Pi kk Ga ën -Pm)- (dem Py Fe Fän fe . Pa Al Eu fan 
so erhält man die Gleichung 
SZ (a, “ir Be | BL, Er n—1 R ap" apı n 
= (14 ?” m d a Kusch 4"+(p | SW 2”). .(a2r+. Geib a, fléi n 
A (p | & £2)” 6”. &;") (p, | Ena)! | "3, Ge ge, 
in der das (#,A)te Element der rechts stehenden Determinante für 
»—=1,..,n+1l und 4=1,..,n+ 1 die Form 
(a,?" A za Dal art er 
= 46” (ae, e)” +}-2 sik e hel C a oe e aai 
ferner für x = 1,.., n+ 1 und 2 = n+ 2 die Form 
CA BEE pa N pe net 
und für zssnt 2 und å = 1,..,n+ 1 die Form 
& CH Eé e ckt, 
(P; jejer o t e 1 = (— 1) lE TT pytat 
und endlich für x=n +2 und A=n-+2 die Form O hat: In der 
Determinante können die Grölsen e, und e, auch mit einander und 
einzeln bezw. mit den Grölsen — e, und e, vertauscht werden, 


42. Die aus der Form ap"! durch Multiplikation mit 

(e€!) 1p? hervorgehende Form 
ar (e e,t) t prt 
ist, wenn p eine e der Form (en — &,") p” ofat 
eine Wurzelgröfse der Gleichung (e,&,-')"p°=1 und folglich phe, 
€, ! eine nte Wurzel der positiven Einheit ist, infolge der dann 
geltenden Gleichung 
(e18 p= (ee p 

eine Form (n—1)ten Grades für p, in der der ‚Koeffieient von 
mm? gc e IEN 
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Së, ME 


n—1 Sc TE, 
PE Era E 


für 2 + x—1 >n die Form 


er CSS oh deg, —1 ee SA -1 

annimmt und demgemäls aus dem entsprechenden Koeffieienten in der 
Form ap"-! dadurch hervorgeht, dafs man in diesem das A für 
A+x—1=n um «—1 und für A+#x—1>n um x—n— 1 ver- 
grölsert. 

Die n Formen 

on) Get SE? d a RT EE ee 

haben also, wenn p eine Verschwindungsgröfßse der Form (e,”— SA") 
p" ist, die Eigenschaft, dafs ihre Koeffieienten in der Verbindung 
mit den zugehörigen Binomialkoeffieienten der Reihe nach durch 
eyklische Vertauschung aus denen der ersten Form om") hervor- 
gehen, 

Wendet man auf sie die Formel 


gët Sad} ERE E WE va Kr D'Aen nd ae 


| Së e"! appe A Bar) | Së 4 Ban, 
an, indem man die Gröfsen 9, ,.., Pp als die Verschwindungsgröfsen 
der Form (£,"— &,”)p" voraussetzt, so erhält man, da die Deter- 
minante 
an! (ej, 9. dëi ar! (a! 12,*-1 5 De 
in der Form 
ar! er iw „an! ("sei Yin y E" 1 5; gë) BER x Pya 
oder i 
a(a—1} 
SS H n—1 —n +1 0 n—l —n + l 
( 1) a Ez Di 0 Ez WË 
‘Pn 


n—| 


sn 
darstellbar ist, die Formel o) 
| | a) (m Au (n—1 
ar! WE e Ar e, "+l ETH 2 o Lisi 


Tt (ar Te 1A. Ha, PU ge, Ke 


n—1 | we SE "Rss 


43. Das Determinantenprodukt 
"Ad, lejes .. On 4 Ay Kë PL 


4* 
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Sec, CH 


läfst sich durch das dreiteilige Produkt 
Gas | &62..—1Gr | 63.0.2. BT (art | 65)" ). CACT 
< Arai Ay +2 | ës. o Ait An] & 6, 
darstellen, und es ist daher 
nf A ER Nagel. e Ak 1 zur Ant Zb 
Adr kart! SC gt qajia. a," CH | A k (a, | DICH éi 


44. Scheiden wir aus dem Determinantenprodukte 
0,02 |6123 ..0,_1 n |2183 
die Faktoren, welche die Gröfse a, enthalten, und damit das 
Produkt 
| | | 
0,9, | 6163. Ayt 446162 Arany Erare Ayan | Erla 
aus, so nimmt es den Wert 
fe: Zait Bea ATT n—2 jo n=? n—?2 
E EM a. e, BE 
an, und es gilt, da das rin Produkt durch 
n— n—l 
Es O ERT T O EA, 
darstellbar ist, die Gleichung 


n—l —1 Lé a kb el = (-1)* -1 a,a, a 


n 
a, , e Da 


(a, lee yr—1 ar Tan? EL ee n—? 
AS 2 $ Re . . 


45. Die Determinante 
séi Teil ef ae). ae ar Fein), 


die mit der Determinante 


n—-1 n—| n—1 
a, A Le ez P 


n—1 

bis auf eine Vertikalreihe genau übereinstimmt, ist, wie diese, für die 
Größen a, ,..,@, eine alternierende Form und unterscheidet sich daher 
von ihr durch eine für diese Gröfsen symmetrische Form. In der 


n—l , n—À a ı- 
z Wi 


That ist, da man dem Koefficienten des Elementes a êi 


n—' y n—l p Nn—i n—1 GEN n—? n--2 

Kei? a, a, 7 K (e, gel, . (€32 ) 
die Form 

Da a ga .(— Za z LA A, ArT SE eg 

und demzufolge CS dem vorigen Abschnitte die Form 


Ei Re 
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Ze, BI za 


n—l n—1 n—l ip n-1 n—1 
Off, Daf ‘4i . e Hm CH .. 63 


4,0,..4,(q,| ege 0} 
geben kann, 
= o STEEN _2 rs a 
a," ur. ©, lle” Ch el, Lëuës Wei ? eg? ) 
TEN koan Men oO. LIU ae u, 
Cd 


KTE ACA "! dai. -An (an| €12) 


e,” a Ce u A. ak 


Die symmetrische Form 


—| —1 E —1 n—I 


n 
E? Ou. ae" IM Be, KN ki 


- Wi - — © 
IEN an (a| e16)" i a, : -anlan lae et 
die nach der letzten Gleichung für A=1,..,%— 1 den Wert O und 
Dir A=n den Wert 1 hat, erscheint, da 


b Wil Gi = wu SS? A 
pr! f (e, e? CJ dÄ "gr d oh Lei A 


und somit für p = a, | €46, und also pe, = Ayez, Dën = — af 
(a, | e16)” 7! = (e, £; 2) (-- yaa gg a a, e : GEA 
al DK 


ist, in der Entwickelung des Ausdruckes 
gud: gu gl m" "(a K ex" 


dr. e (a | an"! 
(ht Gë An", d'H ™ (CA | ĉi el 


git vm CAO i 
A 
als Koefficient von (- 1) P i ar! ee 


Im Falle n, <n verschwindet daher dieser Ausdruck identisch, 
weil dann A nur Werte annimmt, die kleiner als » sind, Nehmen 
wir also insbesondere ny =n — 1 an, so ist, da für diese Annahme 


= n— i 
Ayi . + Ayeı 


URAN in — ag». a," 
ist, 


(a |)? (atiii 


= n=l al Er n- 
Mit.. ün (a | Crea) Anli- „Ay (an | a e 
oder, wenn wir 
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= 


Pi = | eiza Pn = An | DÉI 
und also 9, fu! ëuës = 40 ën, US. w. setzen, 


n—? 


3 
p mg 
SE Me EE = 
Pi Pi Pn Pa | & 82) ' PnPi- «Pnl Du  Suëal 


46. Die Determinante 


e Ge An! | er x 


setzt sich, da wir sie durch den Ausdruck 


n—| 


d? 


n—1 


D = a: | eTa K ge —] 


SÉ) e An (a, Të "TT ae e 


l KRE ACACA we l 
in welchem i i : , 
| a, Da (a, | piaga 

—.(r-h_ IEN 
= (e,8;2)(—1)” er Oyly Anl, T- er 
ist und ferner der Quotient nach der im 44 fen Abschnitte gegebenen 
Gleichung die Gröfse a, nicht enthält, darstellen können, aus Glie- 
dern zusammen, die aus dem Ausdrucke 


a ea ee Leg - ET 
Be KA Kan a0, An" ea 


n—ı Kä TC "Se 
e ës 


i 


, q”! d ebe 1 ef i FE un 
i SÉ) WA (a, | Be Dr e, 
bei gegebenem x für A=1,..,n hervorgehen, und es ist daher 


ER N d A) n—). 

A kel Alya \ e 

SH Ko WE ER) Gs n=l l nê us 
Bu ef [23 u (— 1)" ) = ` 


a i-1 4,02: .a,(a,| ee T! 
i 1" \ H Ian A Je 
47. Sind die Größen Ouëy, Out. . ` aêr Une, mit den Grölsen 
mër eil, p te,” durch die Gleichungen ` o": 


un pri = Ur; "WK wem, = Vn 


verbunden, so ist 


pri BR ua” —1 - gë Upa, 
und daher der Gleichung 


Kä e Mäe z—l n—z 
S V ege 2 1 2 
zufolge w anaw bo 
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= Wi 


n-1 g, ER EE me Te me DE 
( Be lat cu ee} 
H 3 i 


oder 
n-i EE KEE Er 
e = Pot: 
7 a 4,9: .4,(Qy| 46)" Sei 
v,a 
nn Ja. tar, 


4,0 e: An (an! oos 
Sind dagegen die Gleichungen ` 


("5 Jar-te Es a! Chef vet 


EI "le ng nl, gi, AAT hatte, € vin 


gegeben, die dieselben Koeffieienten, wie die vorigen Gleichungen, 
nur in einer anderen Anordnung enthalten und aus ihnen, wenn 
man sde in entwickelter Form darstellt, durch Vertauschung der 
Größen a,”-! und e,"*e,*! hervorgehen, so ist 


bas E 3 gi TEF D SA 


oder 


Viy r 
ES Je? e ee 
n—1 n—1 
a,l, “s al Gin Di 0 ) 6," +..+(—1), KR: 1 ar! L 
, Ze C VY W ‘ KSE 
In dem besonderen Falle 
v, = (— 17 75 1 D x—1 P Ry arde, 
ist darnach H 
= —1 
n—1\ a an Si Azt,» ` An Pi” 
PR Ta È Fe x is 1 St u 
a,a, On (o, eg, 


4%. Die er: 


FE | —1 
a, a, g a D ESP] Ke Pn `» 
welche den TE von @„p; in der Determinante a, ! 


a "ln, . DN darstellt, ist, da in ihr die Gröfsen @, und p} 
fehlen, unter er der Gleichung 
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TE Rss, Lëch, Pu! Í 
Wel n—1 n—1 n—1 n—! n—1 -1 ] —1 i i ell 
= ER, 2 Ou “Ay |e — 69 WA = u Zen eg" $ 
"ewéi A A 
durch den Ausdruck 


(at) (n—2) 
=; : 


gë? ur, P Bum ane, 2 Get ag AECH S BE Bas | "2 sei Bei, 


Eë? wë ECH pn LA d S D, e, ER: 
oder also, da dem Zähler die Form 
rt E QT! ! Ca Zu eil pe! ; 3 Muk | & n—I PR wë 
gh, An (a, égal, Pi P- Ba (81 legt 

und dem Nenner die Form 

Ay» . An" Du. . Daf. O-Di 

Pı . . Pn a," . a, .. Qn P)" 
gegeben werden kann, durch den Ausdruck 

e Dn OH, Qj. Arpa” 

RN UM. S Pı Pn wi II e i T Jn 
gät. . a (Qy | €1€3)"!. PaPa- . Pa (Ph | E, E1)" 


e CH ar Ta a. 
darstellbar. Folglich ist 


ai m 
EE Di, Dy a," . Ou, ° AnP," 


Gamma, Ae Kat eut E A ee ege AD r 
KT CIS e -PI Pı- -Pn (p, | T 


49. Sind die Gleichungen 
(a Ti Ead Gw DT, Em) P =V sid 
(o, Da TE, +..4+ Ga iw "TI. En) D = Um 
gegeben, so ist 
pe,— a, (0, DT E E fe De H 
oder e? 
we ER Ve Pıx + Pm a," ` ST A Amp" $ 
gt, Gan Lë, ee)" PaPa Dal Dal Egal 7 
Ay: Am Pm" d 
Day. De L Dal E18)! 


` v.a,P Si e p Du Pt 3): 
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Und durch Vertauschung von a und p ergiebt sich natürlich die 
Form, welche pe, für die Gleichungen 

(a, Du) ER + .. + a, Pm Em) D = v, IER 

(anpi -ĉj W-E Go Du") , Em )p = Dn 


annimmt. 


Drittes Kapitel. 


Formen, deren Verhältnis für eine Anzahl gegebener Werte 
der Veränderliehen gegebene Werte annimmt. 


50, Es ist leicht, für die Größe p eine Form zu finden, 
die für p=a,le,e, den Wert v,,.., für p=a„|e,e, den Wert 
Vn annimmt, Der Ausdruck 

4... T 
Gy... An (ar | €163)" 
hat für y=a,|e,e, den Wert 1 und verschwindet für p =&, |6462, 
„P=4n|e,C,, und dasselbe gilt von den übrigen n—1 Ausdrücken, 
die wir in entsprechender Weise bilden können, für die entsprechen- 
den Werte von p, folglich ist jene Form 


va, 4 een Lë nana, .. Hu Mc? 
o, Ou, Oe r—1 Gett: »:@y (An égal" 
Sie geht für r=1 aus der Form 


anti 
a PEN 


a, P= (—1) T (avin) 
ge LER LEER p , 
1: Gen. al (Ar | &162)"" ..(ar | €, €3)"T" 
erg die a r=0 in die für 
P = Ay | 46g, -e5 P= An | e12 
verschwindende Form 


ap" = TEE Anp” 
übergeht. 

Setzt man in dieser Form p = a, | e,e,, so verschwinden alle 
Glieder, die v, nicht enthalten, weil in ihnen im Zähler a, vor- 
kommt, und sie verwandelt sich in das Produkt aus v, und dem 
Ausdrucke 
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re) 

(—1) ? (av; Eege d H, 

Az. Araz. '(a, |e)". BGH e 
In diesen Ausdruck verwandelt ZE aber, da 

(—1)-1a, .. a, We 

gg, |&e,). DCH ICH 

für p=a,|e,e, der positiven Einheit gleich ist, gleichfalls für p= a 
|eı&,die aus ihm durch Miltipliketion mit diesem Ausdrucke hervor- 
gehende Form 


(1) (r—2) 
P Se | 
Ou, H Lzst-—A (av; n) dé 
Da, DW Ha .. Q, Ze 
Oe fr Ou al (a, |)". (lee, Part 
oder in anderer Gestalt die Form 
(r1) —2) 
— 2 
e TERT eeh eg A (a,v;n) 
ur .. Dr a, D , Dr pi n 
CPER TETY PT Mid O PEA ri lan leje,)" Tr 
Die Formen 


a, BE ln DW 
haben also die Eigenschaft, dafs ihr Verhältnis für p ze du ` Cres den 
Wert v,,.., für p = a,|e,e, den Wert vn annimmt, 

Die Firm dun, P" oder die Grölse ga, IT ist für r—1 der 
positiven Einheit und für r = 0 der Null gleichwertig. Vergl. 
Serret-Wertheim’s „Handbuch der höheren Algebra. Leipzig, 


1868.“ No. 232 und weiterhin No. 253 — 261, 


51. Der Ausdruck 
rn 
i S © 
u, Ay e lg. - An” ën | eea) (ar | ee", 
der in der Form ou. MT und mit einem um 1 kleineren y in der 
Form ou. oh mr auftritt, ist nach der letzten Formel des 38ten 
Abschnitts in der Form 
3,0, :.Anlaı leg BT, Get, -Anlarle,e,)%- 
Sa O RA 1 
und daher, wenn die Grölsen 
a P1010; -> An (a | 46a)", Dn Hu fad o An (an |È 1)" 
oder also die Werte, welche die Form 
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EN, E 


PP ap" = a, Pitt. <an p™ +... H An Pı@ndy. : amp"! 
für die Verschwindungsgröfsen der Form ap" annimmt, durch 


U EA) Un 
bezeichnet werden, in der Form 
gen wj’. Ur 


(lee 
darstellbar, und es ist somit 


E E 
dh E = (mv, u; n) > Cu u ee N 
Wys. 
uer Dar T a 
ka D ve Vrt u H =: VT — 
wib "=a, v; a a Er eu Pe sn 


"St SEN TD Hp", 
Wir setzen nun ) 
WU, y, = Tails 
RT, TE 
und. betrachten also die ‚gegebenen Grölsen ®,,-.,v, als ‚die mit 
den Größsen W;,<., %, multiplizierten Werte, die der Quotient 


_ Pp, ap" 
amri ag rien oib ti et | 
für die Verein der Form ap” annimmt.. Es jet 
nidan 
We EH Wi. ee Vre Urt _ , Wr 
un. ` Lë, gef E r (a. SECHS 
und demnach endlich 
dw IT (Q, W5 N) W04’ Pr. < Wr? Pi 
(ap, "+ së ap, +! | a’! = Bega 2 "ge i ap"; 
„tora Pin = (a,w;n) wa, 9, E e Orra DAC 
(pr. aA Chef e TR 


brag 


oder 
aor PT es (ëÉ Dë (a, 2," + 
Bm $ F Wn An” Py (n p, "HY Gë Noto, 
í toga p! = (w, a,’ p EAC éd 8 t2)2 4, 
+W. An? Pi Gate fan, "HKH (e; GK dp, 
Die Determinante 
(w,a,0p, "la, p "+... +0,09, “(an p, aT 


ama er 


(ert... P , : ajl 
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ZEN, SC 


die hiernach Dir o = —1 nach. Hinzutritt der Form ap" als Faktor 
die Form ou — A "7 und für e=+1 die Form gaan darstellt, 
ist, da man die Determinante 
(at e. Ga 

die (H efee sche?) Determinante der quadratischen Form ap? nennt, die 
Determinante der quadratischen Form 
(wa (ap) ++ Wnanp ` "7 (af "` CH 
Sie ist auch in der Form 

(wia,’p, "la, np, "re, Nra,'#..+wnanp, “ 

(an? p + ea arte, 2 eg”! Seid ag 

darstellbar. Für p= p, nimmt sie die von œ unabhängige Form 

(og, (a, p N? +... + wa pP HN?) (et! 20,71 
und in dem besonderen Falle 

a, =l,.., fin lU und p zs Ei 


jr Ve 


die Form 

(o, H.. Lët ((-e, te, ..(-—e,-! Deh k 
an, in welcher das (e, dite Element die Summe der («+4 —2)ten 
Potenzen der Wurzeln der Gleichung a,c," p? =0 darstellt. 


2, Nach dem 16ten Abschnitte ist die quadratische Form 
ap? in der Form 
p 2 
SÉ 5 (ETE gu OZH pe. ~ E - ` 
1 7. A Dat) Ss dr (a? Inn e, en 
darstellbar und geht darnach in diese Form über für 


P = pm -Pı +. + PPn e Pma 


wenn man 
(a®)m -* Capp » Em | Cy ‘Cm o WA tKo “+ e êm 
Sa HI A — d 
(Kay? e n -Cm (a?)m-*+1 e, eeh 2 
annimmt, 


53. In ein Aggregat von m Quadraten linearer Formen für 
p kann die quadratische Form ap? auf unendlich viele verschiedene 
Weisen verwandelt werden, denn diese Verwandlung erheischt für 
die Gröfsen 9, ,..,Pm, vermittelst deren sich für 
P = ppi -Pıt: + PPm Pm 
die Form 
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ges? D e 


ap? = ppı*. AP? +. + PPn? - ite H 
ergiebt, nur die Voraussetzung 
a’ p, Dis 

Diese Voraussetzung, nach der für die m? Substitutionskoeffieienten 
Preis +- Da ën nur Jm(m — 1) Gleichungen bestehen, hat zur Folge, 
dafs die Determinante der transformierten quadratischen Form 

(ein mp. Be = apı?..apm? 
ist und demnach infolge der Gleichung 
fu. Dm, = Pı - Dm | ën, Em - & 0. Om 
die Gleichung 
apı?.- pm? = (A?)" &.. Em” + Pie- Pm | E1: - Em? 
gilt. 

Die Koeffieienten der Quadrate sind daher sämtlich von Null 
verschieden, wenn die Determinante der quadratischen Form und 
selbstverständlich die Determinante der Substitution nicht verschwinden, 

In der Darstellung des vorigen Abschnittes ist die Deter- 
minante der Substitution. gleich Eins, und die m Koefficienten, die 
alle aus der Determinante 

(at)m +1 e 


"P „Em“ 

dadurch hervorgehen, daf man der Reihe nach eine jede der den 
Werten x=1,..,m-+ 1 entsprechenden Determinanten durch die 
nächstfolgende dividiert, sind von Null verschieden, wenn die Deter- 


minante der quadratischen Form nicht verschwindet, 


$. Bei allen Darstellungen der quadratischen Form ap? 
durch m Quadrate ist die Anzahl der positiven und der negativen 
Quadrate unveränderlich dieselbe. Dieses sogenannte Sylvester’sche 
'Trägheitsgesetz der quadratischen Formen, welches nur an die Vor- 
aussetzung geknüpft ist, dafs die Koefticienten der quadratischen 
Form und der Substitution reelle Gröfsen sind und ihre Deter- 
minanten nicht verschwinden, ergiebt sich, wenn man die Gröfse a 
durch die Formen 


a = ap, M H.. tapm. Ba: 

Fr Ahon «Po, Fait Ou, ` Pom 
darstellt und aus ihnen durch algebraische Multiplikation mit der 
Gröfse 
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Pi . PB EI R Por 
die Gleichung 
apr Dë - -Pr-ı | Pos - - Por +. + apm - Ba fi. Pr- | Pon - - Bor 
Of -P1 +- Pri | Pon Po. -Porr ++ aPu,r «Pa Pr- ` Por Pon: Das 
ableitet. Es ist dann, wenn die Gleichungen 
a? P,P,= 0, a? Po, z Po.) Sech 

gelten, 

apr PrP, -Pr -i | Pon Duef F.. +apm°. PmP1 -Pri | Dau -Por 
=Po? -Pi -Pr -1 | Poi Da, Por H.+ apon? -Pi -Pril Por Ponc Por 
und ferner, wie sich durch Vertauschung von p, und Po, und Ver- 
minderung des r um 1 ergiebt, 


apı? Daa Por- MPM Pr tH tapı-i? 
«Poa -Poro | Prr Pr Pri? 
= apa? -Po,r-1 Poi + Po,r-2 | Pi: Pr? + + apom”? 
, Po,m Du. Da 2 | Pı Pri. 
In diesen beiden Gleichungen sind die Determinanten reelle und 
also ihre Quadrate positive Grölsen, wenn die Substitutionskoeffieienten 


DE und Da, Ei reell sind, weil es die Gröfsen po, pP} und p,Pp0,4> 
aus denen sich die Determinanten zusammensetzen, dann auch 'sind; 
es ist nämlich z. B. > 


Pors PA= P, 4. Po. x £1 7 . +P Em» De. z Em 
und darin 
GEI , Pm | ës E+- Em 


pe, = — nl ao 
De Tr Be 


Sind also von den Koefficienten ap,?,..,@Pm” in der Darstellung der 
een Form durch m Quadrate r—1, sagen wir die Koef- 
fieienten ap4?,..,@Ppr—ı? negativ und somit die Koefficienten ‚apr? A 
.. , On 7 positiv, so können von den Koefficienten apg,1?, . RN m? 
in einer anderen Darstellung der quadratischen Form nach der 
ersten jener beiden Gleichungen, da in ihnen die Grölsen Po, 
auch durch eine jede beliebige andere Kombination ersetzt werden 
können, nicht mehr als #— 1 negativ und nach der zweiten nicht 
mehr als m» —r-+-1 positiv und also nicht weniger als r—1 negativ 
sein, und es sind daher von ihnen gleichfalls #— 1 Koeffieienten in 
der That negativ, 
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In der Darstellung des 52ten Abschnittes ist die Anzahl der 
positiven und der negativen Quadrate gleich der Anzahl der Zeichen- 
folgen und bezw. Zeichenwechsel in der Zeichenreihe der Deter- 
minanten, die aus der Determinante 

(a? SW: *+1 e Cm 


für <=1,..,m 43 lan ra 


55. Soll die Umwandlung in ein Aggregat von Quadraten 
durch eine orthogonale Substitution bewirkt werden, so muls nach 
dem 32ten Abschnitte die Gleichung 


Biz Dur 

gelten und daher die aus der Form 

e} = &Pı-Pıt..+6,Pm. De 
hervorgehende Gleichung 

a? p,e = pye . ap, 
die Form 
a? P4), Bn, Op, 
annehmen. In dieser Darstellung der quadratischen Form genügen 
daher die Koefficienten ap,? den Gleichungen 
A? e; Py = AP 3? -< Daf, 3 AT Cm PD? - Daën 
oder 
(a?e, — op. 2. €&1) Pa =0, . . , (A? em — Ap? . Em) Pa = 0 
und sind daher die Wurzeln ihrer Resultante 
(ate, — Apy? » E1) o (@’em — 5? Em) | €i- €m = 0: 
Sie sind, wie wir weiterhin beweisen. sämtlich reell, wenn die Koef- 
ficienten der quadratischen Form reelle Gröfsen sind, 
Giebt man übrigens der allgemein gie el Gleichung a, 
a’ P,e) = Pre), ap, 
die Form 
| ap,? . PE = NB 

so erkennt man, dafs 


ap, ? ». on, e Pa,” Pu Du Pm | e. EI. Erh sEm 
= Pi -Pm | Er: Em. (a? Pa, > Pr, SC 


5 n 
ist, 
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zt Baa 


56. Die quadratische Form 
(ad ap. wma "7 Län N?) HL Dia 
deren Determinante 
(wa, 9, "(ap "N? +... wgëtalln, `" (ap, r')2)* 
(Pia 2 Ze vd ém 


n= t)2 


nicht verschwindet, wenn wir die linearen Faktoren a, sr der 
Form ap" als von einander verschieden voraussetzen, lälst sich, wenn 
ihre Koeffieienten reelle Gröfsen sind, vermittelst einer reellen Sub- 
stitution nach dem 52ten Abschnitte als ein Aggregat von n Qua- 
draten linearer Formen für D ali "T in einer Form darstellen. in der 
sich die n Koefficienten aus den den Werten «=1,..,n+1 ent- 
sprechenden Determinanten 
(w,a,’pı "io P riet. + w.aup “ 
Ee ee 
durch Division einer jeden durch die nächst folgende oder, wenn wir 
x=n—r+1 setzen, aus den den Werten r—=0,..,n entsprechenden 
Determinanten 
(wa ~ “(UQ a H eP o o HW? "Lan "leur 

5 (eo 
durch Division einer jeden durch die nächstvorhergehende Deter- 
minante ergeben, 

Die Anzahl der positiven und der negativen Quadrate in einer 
jeden durch eine reelle Substitution bewirkten Darstellung der qua- 
dratischen Form durch Quadrate ist daher gleich der Anzahl der 
Zeichenfolgen und bezw. Zeichenwechsel in der Zeichenreihe dieser 
Determinanten. 


57. Wir nehmen nun 
ov=1,.,0%=-lundp, =e 
an. Die quadratische Form 
(ara klare HR Hr later) p~p," 
ist als ein Aggregat von Quadraten in der Form 
(a e tp) (a, at p oA Aan e H ante" po)? 
darstellbar und geht in dieselbe über durch die Substitution 
2% = ae, Sff d 1 IP Ge, 91 +. h d ed e Za r gäe, HN; 
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a an 


Sie hat, da 
gäe “p"=(a,a p)" = (pei + 4, e" e . pe)" 
ist und für a 0e, "+! pı o”! die entsprechende Darstellung gilt, unter 
der Voraussetzung, dals p eine reelle Grölse ist, reelle Koefficienten, 
wenn die Wurzeln der Gleichung a", ” er 
— M eT! e, dall u ës 
sämtlich reell sind; dasselbe gilt von der Substitution, und die Anzahl 
der negativen Oral ist infolge der Gleichung 
a, e p = Dës (Pas! — (—a,e '&)), 
wenn wir o als eine ungerade ganze Zahl und pe, als positiv voraus- 
setzen, gleich der Anzahl der Wurzeln, die gröfser als p?’&jé,~! sind, 
Befinden sich unter den Wurzeln zwei konjugierte komplexe 
Wurzeln 
| aa t Ee, galle Të 
so ist, wenn wir sie durch 
r(cos p +isin p), r(cosp — isin @) 
darstellen, 
ule! = & — r (cos p +isin 9) £, 
a?e! = & — r (cos p — isin Q) £, 
und folglich 
a, (ae "HN? a A. a 
in der Form 
(a a“ +ia, Naa '+ia, SC = ia, X) (a. 
und darnach in der Form 
20,102 a, a", TR 
— 2a , (1+(a, "Gd (a, de 
darstellbar. Die Koeffieienten der quadratischen Form sind also 
auch in diesem Falle reell und dasselbe gilt von der Substitution, 
wenn man in ihr 


EA) e n—1 2 
Um, ) 


re —t nef n—1 n—1 
Q,,. Qi Gr P lag > Das 


an die Stelle von 

s eat, a, Hl 
setzt; in der Quadratsumme treten an die Stelle der den beiden 
komplexen Wurzeln entsprechenden Quadrate ein positives und ein 
negatives reelles Quadrat, und die Anzahl der negativen Quadrate 
ist gleich der Zahl Eins, welche die Anzahl der Paare komplexer 


Schendel, Grundzüge der Algebra 5 
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ierg ZE 


Wurzeln E vermehrt um die Anzahl der reellen Wurzeln, die 
grölser als pPe,&,-! sind. 

Sind zwei Paare komplexer Wurzeln vorhanden, so ist augen- 
scheinlich die Zahl 1 durch 2 zu ersetzen, u.s. w. und es gilt der 
Hermite’sche Satz: 

Hat die Gleichung «a"e,"p°= 0 ungleiche Wurzeln, so ist 
die Anzahl der negativen Quadrate in einer jeden durch eine reelle 
Substitution bewirkten Darstellung der quadratischen Form 

(ae, “late TH) H.H an’ "lan gv HN?) DE O ei N)? 
durch n Quadrate unter der Voraussetzung, dals p eine reelle Gröfse 
mit positivem pe, und o eine ungerade gauze Zahl ist, gleich der 
Anzahl der Paare komplexer Wurzeln, vermehrt um die Anzahl der 
reellen Wurzeln, die gröfser als die gegebene Zahl me, e. 1 sind, 

Die Anzahl der Paare komplexer Wurzeln der Gleichung 
aE, ” p? = 0, vermehrt um die Anzahl ihrer reellen Wurzeln, die 
gröfser als die Zahl p%e,e,-! sind, ist daher gleich der Anzahl der 
Zeichenwechsel in der Zeichenreihe der den Werten r = 0.,..,% 
entsprechenden Determinanten 
Ciel Nee VE d De (Ten GO d le! Bel pr 
und folglich, wenn wir œ =—1 oder @=-+1 setzen, gleich der 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Zeichenreihe der den Werten 
r=0,..,n entsprechenden Formen 
ei l Qy DI oder a,, H 
für ; 

WwW, =1,.., Wn =1 und Du ss EI, 
Die Differenz der Zeichenwechsel, welche diese Formen für 
P=P, und p= Da, aufweisen, ist also gleich der Anzahl der 
zwischen den Zahlen ma Je "Se S Pë BE liogendon reellen 
Wurzeln der Gleichung a"e,-" p = 

Dieser letztere Satz ist, soweit er SA auf die Formen o,r zo 
bezieht, der Sur m sche Satz. Die Formen a, „p"” sind, wie wir 
in dem folgenden Abschnitte sehen werden, in der Verbindung mit 
gewissen quadratischen Faktoren die sogenannten Sturm schen Reste. 

Für p =e, wird pe, e,~! positiv unendlich, und es ergiebt 
sich endlich der Borchardt’sche Satz: 

"Die Anzahl der Paare kompiexer Wurzeln der Gleichung 
dAn ën p° D ist gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Zeichenreihe der den Werten r—=0,..,n entsprechenden Determinanten 
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— DI — 


(a tt m)" ((— ee, te). eler, 
in denen das (x,A)te Element die Summe Ae (x+ î—2)ten Po- 
tenzen der Wurzeln der Gleichung darstellt. 


Sp Iu dem Falle 
W= LA, a Wn =l 
sind die Werte v,,..,®,, die das Verhältnis der Formen 
gu DI": On, PT 
für die Verschwindungsgrößsen der Form ap" annimmt, gleich den 
Werten des Verhältnisses der Formen 


pp, ap", pp, |8183”? 
für dieselben Grölsen. Es ist daher für die Verschwindungsgröfsen 
der Form ap" 


PP Ap" . goe P — ga Er pp, | E18, 
gleich Null und folglich, wenn A, eine von p unabhängige Gröfse ist, 


ap" o. uff" 
= À, pp, ap" A D det, d SE weit ler 
und insbesondere für SC 2 
ap" = Än PP, AP" . do P — Ay, a ICH pp | E18? 
oder, wenn wir die Gleichung 
Qo aP! = (UP, +. o+ an? p) pt. ap" = pp ap" 
berücksichtigen und 
de Legend 1, A. = $ 
und À, dau P = a, ,P setzen, 
oap" = A C E a yup—h, ap"? PP, | Eı8r” 
Darnach gilt die folgende Reihe von Gleichungen: 
da aa P" = À, Oo er? M1 P — hy gn RT PPa | €182» 
Ara A, PTE? = dr Qorpa P'E a7 P — Àr Mg, P 
TE | 
Denn multipliziert man die letzte Gleichung mit pp, leeë? und 
eliminiert dann aus derselben A,_ı @,—r + DN "+! pp, | EE? durch 
Substitution aus. der vorletzten Gleichung, so erhält man eine Glei- 
chung, in der A,-3@,,_r+3p9""*+3 in Verbindung mit einer Form Iten 
Grades, ferner A,_9 @o,—r+2 p” "+? in Verbindung mit einer Form 


2ten Grades und endlich A, gew — P” pp, |E,&,* vorkommen, und 
bh 
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d 


du: ra 


wenn man diese Gleichung wiederum mit pp, | &,&,? multipliziert 
und dann durch Substitution aus der drittletzten Gleichung A,_s 
o, —r+2 P" "+? pp, lee 2 eliminiert, und so fortfährt, schliefslich nach 
r—2 Multiplikationen und Eliminationen eine Gleichung, die Ja da a p” 
in Verbindung mit einer Form (r—2)ten Grades, ferner A, da, 1 9"! in 
Verbindung mit einer Form (r—1) ten Grades und endlich 4, @,,—, DT 
mp, 8,85?” enthält und also mit der Gleichung 
ap” Ay? = 2, PP, AP" Ay PT — gn PT PP | pecht" 
übereinstimmt. 
Multipliziert man die Gleichung 
d a See en 
= Ari o,r PH Air P — Ar ag, PT" PP, |E182? 
mit pp, | jê,” * und eliminiert dann A, ge 1 DI TTT pp, | 
ej, und A de 18 DRTHÄ pp, | &,&°® durch Substitution 
aus den Gleichungen, die durch Verminderung des r um 1 und 2 
sich ans der vorhergehenden Gleichung ergeben, so erhält man eine 
Gleichung, die mit dieser übereinstimmen mufs, und demnach durch 
Vergleichung der Koefficienten von pp, ap" ir beiden Gleichungen 
die Relation 
Ar PT = de Ag, a "ie A P— Ar 2 ga AT PP | E183’. 
Man hat daher für p = p, die Gleichungen 
An 8 fa të HRC THE = Ae Oo 1 Dette Qir Du: 
Àr Gas A DT = Ae AP Q4 r1 Pio 
aus denen durch Elimination von gu, Ap. hervorgeht, dafs 
Ae A 3 de, Tran Bu 

für jedes r einen und denselben Wert hat. Dieser Ausdruck ist 
aber infolge der Gleichung 

Ag, Pi” = Ag, P,” AP,” 
in der ‚Form 

de dr (aor PN)? ap," 
darstellbar und geht für r = 1 in die Form ap," über; folglich ist 
| Îr AA Lëns p = 1 
oder 
i en (Mr. m?) Lüe 3 Pı Aa LEE 
(Ay, A")? (ges A MR). 


und darin 
Qor Pi” = (I PTH . rap (eil. ey, 
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St, die 


Aus der obigen Reihe von Gleichungen erhält man der Reihe 
nach die Formen ge D" in der Verbindung mit dem quadratischen 
Faktor },, indem man, mit den Formen 

hg doo P” = ap" , À ao, Pr! = ppap" 
beginnend, die Differenz 
dude A DOT ra P — da 0,0 P” 
bildet, die Gröfse a,,, so bestimmt, dafs pp, | £;£,% ein Faktor dieser 
Differenz ist, und schliefslich diesen Faktor absondert, sodann die 
Differenz 
LTE Tee a2 Pp — k,@,—ı PT! 
bildet und ebenso verfährt, u. s. f. Besonders einfach wird die Be- 
stimmung der Gröfsen @, 4, @y,a,.. für pı = e, (und ebenso für 
Pı = €z), in welchem Falle pp, |&,82? = pe,” ist; sie geschieht 
durch successive Division der Formen 4,49, p” und A, a,-ıp"1, 
d gea, Am und Age, am, u.s.w., indem man als das erste 
Glied des Dividendus und als das erste Glied des Divisors die Glie- 
der ansieht, welche die Gröfse pe, nicht enthalten, und die von dem 
Faktor pe,” befreiten und mit entgegensetzten Vorzeichen genom- 
menen Reste sind dann die Formen A, ga, 21972. Az 49,3 P", u.s.w. 
Die Formen oa 9" sind also in dem Falle 
wo =1,..,Wm;=1 und p; =€; 
für r= 0,..,n in der Verbindung mit dem quadratischen Faktor 
À, die Sturm’schen Reste. Die Darstellung’ dieser Reste als Funk- 
tionen der Wurzeln der Gleichung on e, "7 p? =0 durch die Formen 
Ar Qo, —r 207 rührt von Sylvester her. 


e 59. Aus dem Borchardt schen Satze erkennt man, dafs 
die Gleichung a" &,="p"= 0 nur reelle Wurzeln hat, wenn die aus 
den Potenzsummen der Wurzeln gebildeten, den Werten r= 0,..,” 
entsprechenden Determinanten 
CAE TEE T (a1) .. (at) 

sämtlich positiv sind. 

Auf diesem Satze beruht der Borchardt’sche Beweis, dafs 
die Gleichung 

(o, —4.&):. (Am — d. Em) | ër, em = 0, 

dureh welche für æ, — a?e, die Koefficienten in der durch eine 
orthogonale Substitution bewirkten Darstellung der quadratischen Form 
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e ` Bé aa 


ap? durch mQuadrate bestimmt werden, nur reelle Wurzeln hat, wenn 
die Grölsen @,,..,@4m reelle Gröfsen sind, die der Bedingung 
a„e,= a) êz 
genügen. Er besteht in dem Nachweise, dafs für sie eine jede der 
aus den Potenzsummen der Wurzeln zusammengesetzten Deter- 
minanten eine Summe von Quadraten ist, 
Die Gleichung 
(a, —g.8&).: (a — 9. Em) |E,-- Em = 0 
‘ist die Resultante der Gleichungen 
a, P =q. PE; - -3 Amp = d Dën - 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Multiplikation mit o, 
Ga und nachherige Addition die Gleichung 
ap. H.. F anp. Een =q. p 

und daraus für die Zahlengröľse q der Ausdruck 

q =Q-6 +-..t+An: Em: 
Die Zahlengrölse g stellt sich hiernach als eine Grölse dar, die, wie 
die Gröfsen p, aus den Einheiten e,,.., Ca zusammengesetzt ist, sich 
aber von ihnen dadurch unterscheidet, dafs die Koefficienten aus 
den Einheiten &, ,..,&m abgeleitete Gröfsen sind. Verbindet man sie 
durch algebraische Multiplikation mit einer aus den Einheiten e,,.., 
€m oder den Einheiten &€,,.., ën abgeleiteten Grölse, so tritt diese 
nach der vorhergehenden Gleichung als Faktor im ersten Falle zu 
den Gröfsen a und im anderen Falle zu den Grölsen e. Es ist also 

q? = a,9.6,4.:t+AnY. Em 
und 

aq = Q, -4i F.. Fam am, 
folglich 

EACAN T a a A a E O ër E, 
+ am - Amem) -Em 

und somit eine Grölse von derselben Art, wie q, Dasselbe gilt von 
der dritten Potenz von g, die in derselben Weise aus q? hervorgeht, 
wie q? aus q, und allgemein von einer jeden Potenz von q mit 
einem ganzzahligen positiven Exponenten. Die Zahlengröfse q” ist 
durch einen Ausdruck darstellbar, der sich aus den Einheiten e... 
Ga und den Einheiten &;,..,€m zusammensetzt und die Zahlengröfsen 
Q11- - Amem in der nten Dimension enthält; durch Multiplikation 
mit æ verschwinden aus ihm die Einheiten e... Ga und durch 
Multiplikation mit p die Einheiten &;,..,&m, und er erhält durch 
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Multiplikation mit a die Form einer Gröfse æ, dureh Multiplikation 
mit p die Form einer Gröfse p und durch Multiplikation mit o und 
p die Form einer Zahlengröfse. Die Zahlengröfse apq” kann man 
sich also in zwei Weisen entstanden denken, erstens durch Multi- 
plikation der Zahlengröfse q” mit der Zahlengröße ap und zweitens 
durch Multiplikation der dem o gleichwertigen, aus den Einheiten 
Eye: fm und & 5,..,&m Zusammengesetzten Grölse mit den Gröfsen 
a und p. 

Wir multiplizieren nun die gegebene Gleichung mit der mten 
Potenz von g"-! und denken uns in der dadurch entstehenden 
Gleichung 

(a, OT q" . €). (Amg! — q" ` Em) | ers Gu = D 
die Grölsen æ,e} ui") in der zweiten Weise entstanden. Diese Gröfsen 
sind dann bekannte Gröfsen, und die Gleichung ist für q”, ebenso 
wie die gegebene für q, vom mten Grade. Der Koefficient der a ten 
Potenz von op ist (—1)" und der Koeffieient der (m—1)ten Potenz 
(1) (va + .. + amemg" t). Es gilt daher für ihre Wur- 
zeln und somit auch für die Wurzeln der gegebenen Gleichung die 
Gleichung 
nt. Fals Oëgl +.. + Amen", 


und wir erhalten also, wenn wir n =x. LA setzen, die Gleichung 
m 


D Ka 
a Suguer? 
1 


oder, wenn wir bemerken, dals 


RR eeneg e (aug tt *) (eu a) d 
ist, unter Berücksichtigung der Gleichung 


d Soup 
1 
die Gleichung 


m m 


g E.t = SI egt. ape t”, 
1 1 . 


die schliefslich unter der Voraussetzung 
Qy lu = auly 
die Form 


m m 


wg, DE ege A E E 
1 1 
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A, SCH 


annimmt und offenbar auch für verschwindende Werte von x und À 
Geltung hat, wenn man die Gröfse 

Weer q3 
für «=» der positiven Einheit und für «Sr der Null gleichsetzt. 
Die aus den Potenzsummen der Wurzeln zusammengesetzte Deter- 
minante rten Grades hat daher die Form 


m m 


(EEE TEN 


und ist folglich, da die E E die Summe der Quadrate 
der m? Gröfsen a,€; ,.-, amem darstellt, als Summe von lauter Qua- 
draten in der Form 

(ae, m?) (a163. gege OT OI 
darstellbar. 


60. Ein anderer Beweis ist der Sylvester’sche, Multipli- 

zieren wir die Gleichung 
(a, —4.8,).- (an — 4: Guil Cgi fm = 0 
mit der Determinante 
Lë Lg. gl, (Amt q. ën ll ër, Ems 
so verwandelt sie sich, da 
(a, —4:.8,)&:.(0a, 9.81) +.. Fan —Q. Em)E,:(AamtY. Em) 
sich in der Form 
(a H. Fam), — G°. Ex H ICO, E, Fo F Oam Cy o Em — Gy) 
darstellen läfst und also unter der Voraussetzung 
EL Aal 
nach Multiplikation mit e, die Form 
((a,?+..4Am?)e,; — Q?. £) e, 
annimmt, in die Gleichung 
((a,?+..+am)e, — 9?.84).-((a,°+..+am’)En — Q?-Em) |ê. -En = 0 
und darnach nach dem 20 ien Abschnitte in die Gleichung 
Ko V d EE TM wend STE nm = 0, 

in der die Determinanten als Quadratsummen positiv sind. Setzen 
wir also, indem wir gq} als eine reelle und q, als eine reelle oder 
rein imaginäre Grölse voraussetzen, 


=u t h, 
so können wir die gegebene Gleichung in der Form 
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SC, SH 


(ov — äh, &) — ga. £1) - Dën — Qi + Em) — 92 -Em ) | €s - Em =O 
darstellen und, da unter der Voraussetzung ae} = aje, auch 
(au — Qi- Gel = äich, £1) 6; 

ist, in derselben Weise in eine Gleichung für q,? umformen, in der 
die Koefficienten abwechselnd positiv und negativ sind. Da nun 9” 
eine reelle Gröfse ist, so muls sie nach der Cartesischen Zeichen- 
regel, der zufolge in einer Gleichung mit reellen Wurzeln die Anzahl 
der Zeichenwechsel der Anzahl der positiven Wurzeln gleich ist, 
positiv und folglich q, und demnach auch g eine reelle Gröfse sein. 


Viertes Kapitel. 
Resultanten und Diskriminanten. 
61. Die m— 1 Formen 


n n 
` Ou D 3 yo.y Am—i P m—1 
nehmen für m. .Nm—ı Grölsen p den Wert Null an, denn setzen wir 


ni _ "m j 
U = ha. Amire AmA Samie Am nmp? 
so können wir in %4.. Mu facher Weise für 
Ar eaaa aa D ea CS 


die Gleichungen 
Msz D = 0, Er Am E E D =0 
aufstellen und erhalten aus ihnen in einem jeden 
D = x, ER Amim | e SCH 
eine jener Grölsen. 
Bestimmen wir für m —1 von den Formen 


WERT A pm, 
sagen wir, für die letzten m— 1 Formen die Verschwindungsgröfsen 
P=ZM,,,: ae n [& Om 
und substituieren sie in die erste Si so erhalten wir m. ‘Mm Aus- 
drücke von der Form 
CwWC KS e 8 i 


m 


oder 
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= E = 


Au Gyr, Da, (ei. ge. Dua, lza, TAPI CN Te 
Das Produkt dieser Ausdrücke, das aus %,..%, Faktoren von 
der Form 


Hi . Em 


1 ` Ye Kie | 
besteht und mit Rücksicht darauf, dafs diese Faktoren sich aus dieser 
Determinante für 

als. ane Ain = ls.) Mm 
ergeben, durch 

GT DEI Une, | Cr +» Em 


bezeichnet werden mag, enthält die Koefficienten der Formen 


N; Ki) 
aD ae Amp 

bezw. in den Dimensionen 

Ny. Amy.. yj s Nmt 
und heifst die Resultante der m Formen. Das Verschwinden der 
Resultante zeigt das Vorhandensein einer Gröfse p an, für die die 
gegebenen Formen sämtlich verschwinden. Die Resultante von 
m Formen ist also diejenige ganze Funktion ihrer Koefficienten, 
welche verschwinden mufs, damit unter ihren Verschwindungsgröfsen 
eine allen gemeinschaftliche vorhanden sei. 

Genügt die Grölse p den Gleichungen 


ap” = 0,.. Amp ™ = 0, 
so ist die Gleichung 


(n, ass Nm), x, sx Onta le, .. Em = 0, 


welche das Resultat der Elimination der Gröfse p aus ihnen dar- 
stellt, die Resultante der m Gleichungen, 


62. Die Resultante der m linearen Formen 


à Ou D- a Om DH 
1st 

Gar | PETT SP 
Wir bemerken, datz die Anzahl der Formen der Anzahl der Ein- 
heiten, aus denen sich die Grölse p zusammensetzt, gleich ist. Es 
ist daher, wenn wir berücksichtigen, dafs sich die Gröfse p” aus 
n+m—1 
( m— i1 
welchen gegebenen Formen, abgeseben von einem etwaigen von den 


) Einheiten zusammensetzt, die Resultante von irgend 
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Et, 


Koeffieienten unabhängigen Faktor, durch ihre Koefficienten in der- 
+23 
m— 1 
hängige Formen vom nten Grade anzugeben vermag, welche die 
Eigenschaft besitzen, dafs sie verschwinden, sobald die gegebenen 
Formen verschwinden, und dafs in ihrem Produkte die Koefficienten 
der gegebenen Formen in denjenigen Dimensionen auftreten, in denen 
sie in: der Resultante vertreten sind. Nimmt man von der letzteren 
Bedingung Abstand, so erhält man die Resultante in Verbindung mit 
einem von den Koefficienten abhängigen Faktor, 


selben Weise darstellbar, wenn man ( ) von einander unab- 


Die allgemeinste Methode, solche Formen herzustellen, ist die 
Sylvester’sche, welche auf dem Satze beruht, dafs mit der 
Form qap"! auch die Form om gu ali Dn p” unabhängig von der 
Größe a,o"=": verschwindet, Da jene Ferm sich aus den 
n—m+m--1 
( m— 1 
zusammensetzt, so müssen darnach, wenn die Form a, p”! verschwindet, 


Kë er, 
Séch 2 P Ch 
m— i1 


) Einheiten &,*:. Ze für u, +.. Lëns H — M 
) Formen a"! E&,”! Em Di verschwinden, 


63. Weun die Formen 
a pt, d p”? 

— wir setzen m = H voraus — verschwinden, so verschwinden un- 
abhängig von den Grölsen a,,o"2=! und gail die Formen 

fi Ve p"ıtra-i, Qz”? Ga ei) prıtts-1 
und daher auch die Formen 

Ou" rn, së gin A) er. fd Sh 

Ag"? | Pak? Bel al hai, AR A a5"? goë"? p"ıtna-i s 
Die Gröfse p”ı+”2—! setzt sich aus den », +n, Einheiten e,"ıt"2-1, 
..,0g*2+tn2=! zusammen. Die Anzahl der Formen ist gleichfalls 
nm, Lä, und ihr Produkt enthält die Gröfse o": in der n, ten und 
die Gröfse @,"2 in der n,ten Dimension. Die Resultante ist also, 
abgesehen von einem etwaigen numerischen Faktor, 

area o Agt 83" a" e mt, ag" 83" | 
Orit» 2—1 .. A a ke 

oder 
KI Sach, ëait CM D'VMie e, 6, rt] Be Gärkëgch 
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> yes 


Das (#,A)te Element dieser Determinante hat für x= 1,.., n, 
die Form 
a," Eug? Kä e "tn "äs, 


î—1 
man erhält, wenn man auf alle möglichen Weisen e, mit A—1 
Faktoren des (mn, +n, —1)faktorigen Produktes oui &”27* €,” 
und e, mit den übrigen Faktoren verbindet. Von diesen Ausdrücken 
verschwinden alle diejenigen, in welchen e, mit & und e mit £, 
verbunden erscheint; es kommen also nur die Ausdrücke in Betracht, 
die man erhält, wenn man e, mit den x— 1 Faktoren der Gröfse 
eil und mit A— x Faktoren der Gröfse qı”: verbindet, und da 


und ist also das arithmetische Mittel der DG 1.27 Ausdrücke, die 


ersteres nur in einer Weise und letzteres in h À ) Weisen geschehen 
—x 


kann, so ist demnach 
E: Hn, A U 
A —) 


n 
S Dei a Fuel 


Das (n, + x, Alte Element dagegen hat für «=1,..,n, die Form 
GË Gef? Pen e ”itng—à E a 


Jar: geg , ege e ”1+ng—} ek? 


und es ist ebenso 
m + Ha 1 


roy ee A AA 
20 Ja" &,”ı Ez l e”1tns ê, 1 


n 


Folglich ist 
NW N, — 3 D CEA 
0 ON N + Na —1 
Karat wf del Rik Veit welt A bud wf ha e 
eine Determinante, in der das (x, A)te Element für «=1,..,n, 
die Form 


N AL, 1x 
aa" Ba, 
Le 1 1 H 


und das (n, +x, A)te Element für =1,..,n; die Form 


N; véi K- 
7 ng e Ha +x e Ei 
Dä 2 1 2 
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an pn 


hat. Die Elemente der ersten Art haben für 2 <x und für å > m 
+x und die Elemente der zweiten Art für <x und für 2> n, +x 
den Wert Null. 


64, Da infolge der Gleichung 


Ek CEY gë? NK (Ae, | ar Gë Zeg, = Í 


die Gleichung 


he Dr! et (" a3 2 Ge pr g Dp | "Am SÉ (Den, 


besteht, so können wir 
tn, —1 (ah Ti 
( 0 ) mtn, —1 
3 CMN & "i miT oi m, (azara & T BR 13 Le, ni +ng—t KS iiia TE 


„prit a šp.. KH no—t la nıtna— , A a Bea 


durch die Determinante 


(re! ga" AA at! asp p nahme el 
und somit nach dem Laplace’schen Determinantensatze durch die 


Summe 


(P; m +m) (Áa en. ept] ptm, p, mtn 
g Loan) "AA ME Me C EN be ` aiad — Be sain 


ausdrücken, wenn wir in jedem Gliede derselben die Gröfsen p so 
ordnen, dafs die Reihe ihrer Indices durch eine gerade Anzahl von 
Vertauschungen zweier Indices in die Reihe 1,..,%, +n, übergeht. 
Nun ist aber diese Summe auch in der Form l 

(Pini Hng) 4,91" ..0, 91.429," »- den, 
et. er leidt ae helt E Ze g 
darstellbar und ferner nach dem A3 ten Abschnitte 

DH p Iph | eMn, e, mii pt, pat 
ı rg 2 
E ge. un A ZS $ Tg | r ml S &,"1 e | 


Pie FA (Uu | €183)" GE Las Lu: | UD éi 


folglich ist 
Mn 9 MRE 
0 An tm —1 


.(a,"1)"2 Be Sai? (@,"2)"1 ur, ` D'Mie | eitn A T lang 
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. h aP, ' Ra Te > Pr Sr Pt, 
prez (p; N; + ng) ti ( | & € Jus ( | ng 
Pı. Das Be 2 ir Pus-tn &,8,) 
und somit die Resultante der Formen @,p": und a,p"” durch die 
Werte dargestellt, die diese Formen für die Grölsen P, ,. . , Da: An 
annehmen. Es ist die Rosenhain’sche interpolatorische Darstellung 
der Resultante. 


65. Nehmen wir 
Pi = Az | C1233 i.s Pno = Aeng | €12 
an und sind also die Gröfsen P, ,.., Pn, die Verschwindungsgröfsen 
der Form a, p”?, so verschwinden in der Summe alle Glieder aufser 
dem neben dem Zeichen (p;n,-+n,) verzeichneten Gliede. Der 
Nenner dieses Gliedes ist nun, da den Gleichungen 
PıP..+x | eg = Mz 1 Patz? .. Ps Dh hp | = Da oa, LAN E 
zufolge 
Pı ee BA, (p.s |&82)" s A a NEn 
ist, gleich dem im Zähler befindlichen Produkte o. Dt Du. 
Die Summe’ reduziert sich daher auf das Produkt 
a Pı"'.. ai Pai =Ma. an, 2 (az, Da ie yes IN ie De a, 
und es ist somit die Resultante 
(D, Ma lä, Das, aa A 0 Lk n,+n,—1 


(aitsi rtie nH (qn yine MTh pe, tjej timm fehmi, 


66. Wenn die Formen 
S ap”, a, p”? 
verschwinden, so verschwindet ferner unabhängig von p, auch der 
unter der Voraussetzung n, =n, gebildete Ausdruck 
a, p"! ap”? ER a," Joe. p,” Qa p”? 
oder, da derselbe offenbar in der Form 
(a,*ı p"ı=19,0 a," 9° p, "1 +..+ MË vm Dër? 
a,” p™—! p;°) | Pp, 
darstellbar und pp, = pp, |&ı&2 -64€ ist, der Ausdruck 
ap": ga p"? Es Ss ge, p,” a, p”? 
PP, | £182 
E EM ve, P, 0 a," pop," EIS + CDN we, pra 
gun p" p°) ee, 
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Dieser Ausdruck, der in der rechts stehenden Form für u=1, dë 
aus der Determinante 

pet a," pt pity" je,e, 
hervorgeht und für p; eine Form vom Grade n,—1 und für p 
vom Grade n, —1 ist, werde durch 

Ian a," |e,e,) DT pue?) 
bezeichnet. Da er unabhängig von p, verschwindet, so müssen auch 
die Glieder 
Ee 1 aytayı: ae, ("že T) print. ad mie, Hl, 
aus denen er sich zusammensetzt, und somit die n, Formen 
(ari wat (agoe 3 e) Du gei | eê, jerit ph 

verschwinden. Dasselbe ist, wenn die Formen o, "1 und dp”? 
verschwinden, auch der Fall mit den n, —n, Formen 

EN ng Di LTE EE Lë ing R daf? rer, 
Wir haben also n, Formen, deren Produkt die Gröfse @,": in Aer 
nten und die Gröfse ginn in der », ten Dimension enthält, und in 
denen die Gröfse p”ı—! sich aus den gleichfalls n, Einheiten en), 
..,69"ı=! zusammensetzt. Die Resultante stellt sich daher nach 
dieser, der Bezout-Cayley’schen Methode, abgesehen von einem 
etwaigen numerischen Faktor, durch die Determinante 
(a"10,"2 610378 eu? gie? (ap) Mha sech) e Mira 

"wi Be 


dar. 
Das (x, A)te Element dieser Determinante hat für «=1, N, 
die Form 
(ar a7": |e,&) (er ei (iA el 
und ist also der 
n, — 1\ m — 1 
( A 4) ( x — ı) 
-te Teil des Koeffiecienten der Gröfse 
mm er käng pri aa? e 
in der Entwickelung des Ausdruckes 
Lo geiz | e63) pr pt. 
Dieser Koeffieient geht, da jene Gröfse sich in der Form 
pre FREE i—u-+o Zë Kë E77 o 
: "ai ef Ze AC i 3 D —u+ o : 
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ër > 


darstellen läfst, durch Addition für v=1,..,n, und alle möglichen 
Werte von o und g aus dem Ausdrucke 


Nn,—u "Weg ei N, u 
m—ı—o 6 o Ny — 4—0 
n, Bu Akt A—1+4+0—0 Ny Mm-20+0 2-I+0— 
gu ‘e et ge "ed tem es "les 


hervor, an dessen Stelle im Falle n, = n, n, =n auch der Ausdruck 


et 


a a? SE 1—0+0 lich + Buet a 
gesetzt werden kann, weil, wie sich durch Betrachtung der vom 
Anfang und vom Ende gleich weit abstehenden Glieder ergiebt, 
(at pi” a" p? pi"™! +.. tan pT a” p= p?) [ejes 
=M," a” |((P'=} m° 6) (pP Pp” e) +. 4 (ppe) (pipe) 
ist, \ 
Das (n,+ x, A)te Element hat für =1,..,9, —n, die Form 
ey, ; 
und es ist 


y—1 RE LER h % 3, 
L je ng Se Le fk, LN Jaran (ze, z, 


67. Im Falle n =n, nm, =n stellt sich die Resultante, abge- 
sehen von einem etwaigen numerischen Faktor, in der Form der 
algebraisch-symmetrischen Determinante | 

MM Chef ml e 
und die in diesem Falle offenbar für. p und p, symmetrische Form 
Loun a” | e163) pP"! m"! 
in der Form 
a" Ga" | pP" Pi" 
PP, | Eê 

= (m ET p? a" P? P" toi p? pi" a” p noe 
dar. 

Infolge der Gleichung 


n 
p" = (e, E 2)( 0 , M'efnef AT? 


geht das kombinatorische Produkt p” p,” durch Addition für ọ = 0, 
e.n und o=(0,,.,n aus dem Ausdrucke 
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— BL 


N AP 8 Ab. hg: E La 

( ) ("er e tjhe EZ Fa e EZ e? 
oder, wenn wir die gleichen Werte von ọ und ø entsprechenden, 
Glieder als verschwindende Gröfsen weglassen und die wechselseitig. 
Werte von g und g nur einmal in Rechnung. bringen, für 
e=0,..,n und o=g+1,..,n aus dem Ausdrucke 


Zu n d Be 

NIK art ae a" D ve 
hervor, und die hier auftretende Determinante setzt sich für vs, 

. o —ọ aus Gliedern von der Form 

e ge E Gap Fi ee Betz —1 Fe gel ak F (e, ge 
zusammen, Folglich ist die Form (a,"a,"|e,&) ml nl ein 
Aggregat von Gliedern, die aus dem Ausdrucke. 


ONE a." a" | (e, ”™? e£) (e, fen. pe! e Rom „eritr 
elei "zs 19 2 1 RE 1 2 
Ce Plage Ed 2 ÉP 


für e=0,..,n; 0=g+1,..,n; T=1,..,0—ọ entstehen. Und 
der Koeffiecient der Gröfse 
GË "Ae D A) P, n—| Aa a 


( —1ıın —1 
1. — 1) ( —1 
-fache de A)te Element der Resultante darstellt, ist also, wenn wir 


o E E ei A, o—rt = x—1 setzen, eine Grölse, die sich dureh Addition 
aus dem Ausdrucke d 


n n 3 E F gr Zeg 
CHL, Ë, C aC e ele? z at 4 ol We 7 


der Gleichung ọ = A— rt zufolge für ọ = 0,..,4— 1, ergiebt, 


der das 


6%. Infolge der Gleichung 
n,—1 Hu) 
En E e ( "o )- ; Esa GEN TT 
gä) Si Ara r Cen Sk Ayla! fi trr 
können wir 


nm — 1 —1 id i 

ET 1 )- LN T (a,"! dai? | 46&)"? ei ng 1 r AL (a," ja ng 
gut. $ Stee) | ê CE Eca t Br Be —t |E, ni ae PETN 
durch die ek f 


Schendel, Grundzüge der Algebra. 6 
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CR BM | ep6, Ana Be An Fe gece? (ars bus FR Tas SA ger Së 
_ z 
Di 1 d E Be 
und somit nach dem Laplace’schen Determinantensatze durch die 
Summe 
(p; n) (artı a"? ege ent. ée? [pt An? 


x (a,"2)"ı "2 Pay See) Ta Sa Gët? Tir e Belt 2 


ausdrücken, wenn wir in jedem Gliede derselben die Gröfsen p so 
ordnen, dals die Reihe ihrer Indices durch eine gerade Anzahl von 
Vertauschungen zweier Indices in die Reihe 1,..,”, übergeht. Nun 
ist diese Summe auch in der Form 


(930, Wans gef |6163"? gue) ges) ën), pn! 
SC ée? RN lt Erin: ee 
y ga Pa 3 ge D y eim Ha CH E”! ng le aw 1 j d'Ae Da 1 


und darnach, wenn wir sie pi 


De LE 


p” ; E -1 | €, nymi ? ën) 


multiplizieren, unter Pan der E E 


na kaf = z4 
er. e de ch pe), pem] 
Se, y Vid ae Š gg" 
und 
2," 7! ` 3 Lie | & Kr. É Sait) — Än az h pa Fi: WE gät") 
Ee, a age? 


Du, BA (Prati | £182)" . . (Pn, | Gënz 
in der Form 
(ar 0," | og a EA p at pech, pm 
o Ga D, 34 Gë Pr 
(p,”1. .p Se? DI kal z 8,1)? 
- Pie- Pa ES (Prs+ı | &&2)"2.. (Pa, 8189)" 
darstellbar und ferder nach dem 38ten Abschnitte 


De? pae Ta A. e, 


(pim) —— 


nal(ng—t) 
na 


SES j Din "Dn: de A | 8) ° .p Pı Pua Pr; | SH 
un 
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Du, Pus”? (Punai | ëuësltz . . (Pa, | ëëa 
= Duett BAS (— Pi | 182)" Dn, (— Paa | &182)" "3; 
folglich ergiebt sich für die Resultante die Gleichung 


na(nga—1) 


(> we n,—1 pra Gs 


Hu 1 g 0 LP -F 1 
SA d”? le,e, na "Se Se 0, (@,"2)"ı7="2 ur 5 Bär Bech 
e, "1 Gan Gär 
ch 2: A | 
TM Q”? je, ëa rg p” 1 d'Zee 1 Ip," l x Pa 
-Ao Pasya Da A 
=- (pini) Beat gënt E eege 
vin, Pn; (—Pı lert2) " Das Pa -- Pn, (Paz | E182 
in der die rechte Seite offenbar auch in der Form 
= =? 
(a,": da? ER Po) DA I (a,m fw Dan Dal DA 
Di Da, Pri~ P1 lëuga fr Dun Da, Dn, (Pr; |E182)"* 
een er 
weng ft Zeie Oe 0, Ae 
dargestellt werden kann. 


Co 


69. Ferner können wir dieser Gleichung unter Berücksichtigung 
der ‚Gleichung 


"ana—1) 


Lei? z A h, |€”? T &,"2)? "er LA Pi» Dn: (Po | £1€2)"? 


-Pi Po: Daa (— Pi | €83)". Pas Po - -Pns (— Pns | guër 
anch die Form 


Ad DEG Sec n — 1 

(0) ep SE 0 .. ny — 1 

.(a,”: Ay"? Le, gës ns ele e Ai Cvt rrini Pk gr 91 | 

Ce, AS ad a = (p; n,) L Dei? spia DW ,. Eialë, CR dei AA 
2 


Che Ee ert. 
Pı Don, Da, Cep | E&E)" Da; Po. - Dan: (—Pn;| E12)" 
pm p ng -1 
ng 


Di Da, -Pny LD |E€182)"2 . Png Po -Pno (—Pns Lë 
Paa E e 
geben und erhalten in ihr für Nn, =n, Mm =n die Borchardt’sche 
interpolatorische Darstellung der Resultante. 
Die hier auftretende, aus den Grölsen Da, Da, Zusammen- 
gesetzte Determinante steht, da nach dem A3 ten Abschnitte- 


6* 
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rg—1 nal 
Po Be AR, 


GE EEN ET = 
Po Po - - Hu, (=P! SL Pn, Po- pl pn, Je p ëss 
ist, zu der verschwindenden Determinante 


ke Ae | 
Po Po- "Pn, (— po | £182)" Pn,Po--Pn, (Pr, Hi 
Do"?! d Au 


OG i 


Po Po -- Pn, (—Po | £182)"? ` Pn, De, Dn. —Pn, | €182)" 

in der Beziehnung, dafs die Summe des Elemente iker sten Hori- 
zontalreihe dem ersten Elemente der (x+1)ten Horizontalreihe in 
dieser Determinante entgegengesetzt gleich ist. In dem Falle ny =n, 
n, =n ist die verschwindende Determinante eine algebraisch-symme- 
trische Determinante, in der nach dem 23 ten Abschnitte alle Elemente 
gleiche Koefficienten haben, und der allen ihren Elementen gemein- 
schaftliche Koefficient stellt sich durch jene Determinante dar. 


70. Nehmen wir 
Pi = daa | 422,- Pn, = Das, BG 
an und sind also die Grölsen p,,..,?„, die Verschwindungsgröfsen 
der Form a, p”2?, so verschwinden in dem am Ende des 68ten Ab- 
schnittes für die Resultante gegebenen Ausdrucke aufser dem ver- 
zeichneten die sämtlichen Summenglieder. Das (x, Alte Element 
der Determinante in diesem Gliede ist 
(a, ni da”? | Pr Po) DN" "pn na) 
Pz Po- Da, (Pal | DE 
Der Zähler ist für AS x gleich 
My py"? a pa”? — m" BASCH Tra 9," 


P,P, | DICH 


Py Po | €182 * = 0 


und für 2 = x gleich 
ma”: p a"? p1 | py Po = Mt Py"! dg"? ue Po, 
und der Nenner nimmt, wenn wir der Annahme entsprechend 
Pa Po | €182 = @ z Po; 
PaP, | E182 = — 0z Benn Pa Ph, | uf = Aa ng Bai 
Da A1 | Ez E2 = Qz 4 Pnztt -+ PaPa, | E182 = däs Da, 
setzen, die Form 
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st FREE 


(ya! CH Pz. & x Po E Mz na P. Gy x Daat en is DN? 
oder 
(— 12t man"? p," Da, Ga Pny *' His Pn, 
an. Das (e, Ate Element der Determinante hat daher für ASx den 
Wert Null und für A=x den Wert 
Kal ven gp 
wl Da, 11 73 gl Pn, 
und somit die Determinante selbst den Wert 
Qy Dun. Ou Pa! 
ge Pair: Ga DN? 
Demnach ist das nicht verschwindende Glied gleich 
nm" mp th Um” (a, |66)". (as n, Aw 
und folglich die Resultante 


(ni, Na) ën as, | 182 
na (ng—1) 


statt. E a E 
Nu (0) Na — 1 
A CM G2"2|6,6')" 2 Me T Ae (ës Dal 8 gäe) SS re | 
Ee .. ar H 


71. Die Resultante von m Formen ist diejenige ganze Funktion 
ihrer Koeffieienten, welche verschwinden muß, damit unter ihren 
Verschwindungsgröfsen eine allen gemeinschaftliche vorhanden sei. Hat 
man nur Eine Form ap”, so kann man nach der Bedingung fragen, 
unter welcher unter ihren Verschwindungsgröfsen zwei gleiche Grup- 
pen vorhanden sind. In diesem Falle müssen, wenn 

a” = Aj.. An 
ist, zwei von den Gröfsen a, ,..,a, gleich sein. Infolge dessen 
muls für die Verschwindungsgrölsen jener beiden gleichen Gruppen 
die Form 
pp ap" = (a, Du ën +... + An Pi au) a" p 

für ein jedes p, und daher eine jede der Formen 

pe, ap" 5... Pen ap" r 
verschwinden. Die Diskriminante der Form ap”, d. h. diejenige 
ganze Funktion ihrer Koeffieienten, welche verschwinden mufs, damit 
unter ihren Verschwindungsgröfsen zwei gleiche Gruppen vorhanden 
seien, ist also die Resultante der m Formen 
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a” et, Le A” Em |, x 
mit denen die Form ap” durch die Gleichung 
ap" = a" ep". pert . Foi em PD". Dën 

verbunden ist. Sie ist, da die Resultante die Koefficienten von einer 
jeden dieser Formen in der (n—1)”"-!ten Dimension und jede von 
ihnen die Koeffieienten der Form ap” in der 1ten Dimension enthält, 
vom Grade m(n— 1)"-! in den Koefficienten der Form ap". 

Darnach ist z. B. die Diskriminante der Form ap? als Resul- 
tante der Formen gem, OG D von der Form 

gie, GG | Eı +4 Cm 
oder 
(oi eu. Cm 

und also ihre Hetse sche Determinante. 


72. Im Falle m = 2 ist die Diskriminante der Form ap” oder 
die Resultante der Formen oe pt, a"e, Al von der Form 
2n — 3 2n — 3 
( u NG 5) 
i (on ef? 87°. d we, (a" Gef Get Fe | GEN Ss St? 
oder von der Form 
(n—1) (n—2) SR 2 
ey 7 DZ (EI) er, 
wenn durch 
Con? D e pr? pc? 
die Form 
(a”)? &e, | p"—' p," 
PP, Eier 
+ a" p° 9"? e a” pP? p,” €z) | €18: 
dargestellt wird. 
Auch ist sie u, a., da 
mu? Se dra FS ka gé (Pa) ) E Kick | e”? Ge De, 


—9 n—2 
.0,77,.6 


= (a" wmd A êi a" p?p"? €> + oy 


und 
(n—1) (n—2) 


Bag GA Bai ge = &, = GH) x 


Pipi Pisi (~> py lEz). Pr 1 Pri Pur (= prii | Eje, 
ist, in der Form 
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er Dr 


Cor? ee, "pı n—2 ` py 
Pub Pn-ı (~P, |8183)" 7. “Pa 1 fin, E e OT 
und darnach in der Form ` 
Dar? Pı Po) Pn Po) Pi"™ (a)? Pu-ıPo| Du Pr) PT 
Pi Po- E — A T P Pai Dn, De (-Pn-ıleıe2)” i 
darstellbar. 


n—? n—2 
oe Bas 


73. Setzen wir 
a” ĉi = M1 -Mints a" Ca = l1 -Ær ni3) 
so ergiebt sich aus der Gleichung 
ap" =a" e p" ti pe, Foie, DT, pe 
die Gleichung 
a” (dy z, | €162)” OI ON ER ops" -Az z,” 
‚und darnach die Gleichung 
(n,n—1) 4,4, ,,|4&% = (n—1, n—1) a, z, DEET 463", 
der zufolge die Resultante der Formen ap" und e, p”—' gleich 
ist der ae,” fachen Resultante der Formen oo H") und are, p”! 
oder Diskriminante der Form ap". Nun ist 
(mn—1)a,a, x, |e% oder (n—1,n)a, x, a, | €163 
in der Form 
oi €z (y | ës, - A” ez (An (ër 
1 kv H 
Ge die e CH | €162) .. Pr rG A + Ani (an | 6%)" ! 
darstellbar, folglich ist 
n"n—1, n—1)a, e D P 


= 4,%.:0,(0, DC .. ETC HEEN e 


ar 


2 


(—1) n"(n—1, n—1)a, all e 


Gë (a, u Cal I ar a a 1% 
n(n—}) 
und also die Diskriminante der Form ap" der (- 1) * n'te Teil 
des Quadrates der Determinante 
TE eg) 
oder des Determinantenproduktes 
Milly |C Cz » . An--ı Ga | €163. 
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74. Zur Bildung der Resultanten kann man auch die Jaco- 


bi’sche Determinante der Formen 4,P”!,..,@, Hm : 
rt ee er. al E Mit CAN P 


und im Falle n; =n, .. , Nm =N die aus ihr, die dann, die Form 
; (n—1;m 


GR. e | Eur. Ge A 
annimmt, abgeleiteten Formen TiS 
—1i)m—1 n n “mimt 
ee O T E EE ect A ES geene 
benutzen. se 
‚Die Jacobi’sche Determinante verschwindet nämlich stets, 
wenn die Formen q, gn... 4 p”"" verschwinden, weil 
a” vk di admin | Gi il fm P 
nach der Formel 
Ay». Am | Cge En . Pp =(P F. F anp: Am). . Om | Cie- Em 
durch diese Formen darstellbar ist. Und dasselbe ist in-dem Falle 
N, =N,..,Nm—=n mit der Form 
= n n 
Div u Ga Ve Gan D 
unabhängig von der Gröfse p, der Fall. Denn stellt man ge in 
der Form | 
(n—1)a,"p"”?p, ER d we rt OC |B iiin db, A 
+ (n—1) a," p"! R Da pr) CA wéi? | e, ei Ci 
dar, so nimmt sie, wenn die Formen o, p”, ., 4. 9" verschwinden, 
nach Multiplikation mit p und Unterdrückung des Faktors a—1 nach 


der angeführten Formel die Form 
Zb wé si orig, a," p” np, A, n pi. ap | ri Em Wi 
SE on WI P a pp, a apn. An Br x a, ` Pı | Cj- -êm 


oder also die Form 
CN eebe et tp | 
ĉi .. Em 

an, in welcher sich die mit p, multiplizierte Jacobi’sche Deter- 
minante darstellt. 

Für m=2 sind die aus der Jacobi’schen Determinante der 
Formen a,p" und «a, p” 

4,"@,"|e,6, Hir? 


(n—1)m 


abgeleiteten Formen 
guf Ay" | C103 e, HIT, a" a" ee, CP". 
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Fügen wir zu ihnen die Formen 
a" el "emie Au 6,7} pr; EL: Deh Ae DM Auf 
hinzu, so haben wir im Ganzen 2n—?2 Formen, welche verschwinden, 
sobald die Formen @, p” und a,p" verschwinden. Ihre Anzahl 
stimmt mit der Anzahl der Einheiten, aus denen sich die Gröfse "ix? 
zusammensetzt, überein, und ihr Produkt enthält die Koefficienten 
einer jeden der gegebenen Formen in der nten Dimension. Die 
Resultante der Formen a,9" und a,p" ist also, abgesehen von 
einem etwaigen numerischen Faktor, 
NIMM (la "rer. end Di ed Ze ZE end 
At (e re 
und darnach die Diskriminante der Form ap" 
((ar)?e,e,*)? D? (one, PA guf. Sir Chefs Dill 
03 prä. 

Für m>2 können die Resultanten nur in besonderen Fällen 
ohne Verbindung mit einem von den Koeffieienten abhängigen Faktor 
durch Determinanten dargestellt werden. Ein Beispiel bietet sich 
für m=4 in der Resultante der Formen 

CV HEN 
dar. Die Jacobi’sche Determinante dieser Formen ist 
RE A ée SÉ 
‚ Die aus ihr abgeleiteten Formen 
ara. eat ip? 
bilden mit den Formen 
ara p°r: ade DÉI, va ëa MÉ 
eine Gruppe von 20 Formen, welche verschwinden, sobald die ge- 
gebenen Formen verschwinden. Ihre Anzahl stimmt mit der Anzahl 
„der Einheiten, aus denen sich die Grölse p? zusammensetzt, überein, 
und ihr Produkt enthält die Koefficienten einer jeden der gegebenen 
Formen in der 8 ten Dimension, Die Resultante der Formen 
ENGEN 
ist also, abgesehen von einem etwaigen numerischen Faktor, 
a a ejs atei aila 2) 81.84: (air 
(61°63). . (C4? 63) (€16). . Lë lie "ën, (64°23) (E2e364) - » (C1623). 

Endlich sei bemerkt, dafs die Resultante von einer Form 
nten Grades und m— 1 Formen lten Grades stets in Deter- 
minantenform darstellbar ist. So ist z. B, die Resultante der Formen 
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ge We 


gu DI, da De, Om D 
offenbar 


gute: ge ee? (Éiter EN. AET N er: em 


Fünftes Kapitel. 


Hyperdeterminanten und Invarianten. 


7%. Entfernt man aus einem Ausdrucke, der die Gröfsen 
Du, De in irgend welchen Potenzen enthält, auf alle möglichen 
Weisen die Gröfsen 9, ,..,p, je einmal, setzt an die Stelle der ent- 
fernten Gröfsen der Reihe nach die Elemente aller Permutationen 
der Grölsen o... €, versieht die einzelnen dadurch entstehenden 
Ausdrücke, je nachdem die Reihe der Indices der Permutationen 
durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier 
Indices in die Reihe I,..,r übergeht, mit dem Plus- oder Minus- 
zeichen und bildet schliefslich die Summe aller Ausdrücke, so werden 
all’ diese Operationen durch die Determinante 

Pi. Bléi, ër 
angezeigt. 

Wir nennen diese Determinante in Anbetracht des Umstandes, 
dafs sie an sich keine reale Bedeutung hat, sondern erst durch die 
Verbindung mit einer Form, auf die wir sie beziehen, eine solche 
erlangt, eine Hyperdeterminante rten Grades. Sie setzt sich aus den 
Operationssymbolen 

Pi 64s- Hugo, +5 Preis.» Dre, 
die als Hyperdeterminanten Lien Grades zu bezeichnen sind, in der- 
selben Weise zusammen, wie die Determinante 
DIDF tel, 
aus den Grölsen 
Dën, a AO 3 Defi, Dr ër, 
Infolge der Gleichung 
p=pe,.4t+:..+PEm + em 
ist auch in entsprechender Weise offenbar 
Do Dër, E F.. Pem- ëm, 
und jene Operationssymbole sind die Koefficienten der Öperations- 
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symbole Pi AN ‚Pr, ebenso wie diese Gröfsen die Koefficienten der 
Größsen pı,-., pr sind. Vergl. die Lite Vorlesung: „Über die 
Rechnung mit Hyperdeterminanten“ in Salmon-Fiedler’s „Algebra 
der linearen 'T'ransformationen. Leipzig, 1863.“ 

Die mehrmalige Anwendung der Operation 

e che e E 
die offenbar eine jedesmalige Erniedrigung des Grades einer Form 
für die Gröfsen p bewirkt, wird durch einen Exponenten angezeigt. 
Die “malige Anwendung der Operation 
Pi Pal €162 = P103 Po ën — Pila Pa, 

z. B. besteht in der Ausführung der durch die Gleichung 


z d 
teg Zoé * S = a el 
Dë | a6" = ZN | u| Paa” Pie" ma Prey 
H 


angedeuteten Operationen. 


76. Die Hyperdeterminante pı.. Pr |e.. €r erzeugt, auf 
die Form a,P,"!..4,P, " angewandt, die Form 
S o N! M! 
n Nr 1 r 
gu Daf). o Prr Pr™| ei. er = SEH 
lE a FIRST 
à Ganim”! A a, ae | Ci.. êr; 
und wir erhalten somit bei wiederholter Anwendung der Hyper- 
determinante die Gleichung 


a, TI. Mr! 
a —x)!..(n, —x)! 
LE e Eid: z 
H it Be 2 .. a," ar z | e, sg 6,7, 
wenn wir durch 


EN , Del ĉi .. Su o Du CH Ge De Hr Es 


gf SËCH et AE E le e 
eine Form bezeichnen, die sich dadurch ergiebt, dafs man das kombi- 
natorische Produkt a,”1 p; ”17*.. a,” pr" unter steter Beibehal- 
tung der Reihenfolge seiner Faktoren nach einander «mal mit dem 
kombinatorischen Produkt e} ..e, algebraisch verbindet, Diese Form 
nimmt demzufolge bei einer Vertauschung zweier of!" den Faktor 
(—1)* an, entsprechend dem Umstande, dafs dies auch von der 
sten Potenz der Hyperdeterminante p; ..pPr| ej.. e, bei einer Ver- 
tauschung zweier p gilt; sie behält unverändert ihren Wert bei 
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geradem x und nimmt das ‚entgegengesetzte Zeichen bei ungeradem x 


an und hat also, wenn von den Formen o, pn, ge Dr zwei 
identisch sind und somit z. B. du zz dh Ons Q; Pi =P, Da zs Hi 
N, =N, Nn,=n ist, bei ungeradem x den Wert Null, 

Im Falle y= 2 ist infolge der letzten Gleichung des vorigen 
Abschnittes 


— í AH. zb | Li 
a," P z BT De z | ĉe- 
x 
x 
ES Gap na m Bu a Ru, H a 9 nNg—zx x- 
2 (—1) (.)a, Lë a aia a ald a a aliae iih hdi 
H 
und darnach 


n n, —x An Nn Aa x | x 
Ba aP "ap PB 


z 
em E (e (x) a,” p” p,” a," Pi" p". 
o 


797. Für p, = P,.. pi =p und r =m geht die Form 


= : ER x 
q” p” ET NT art 

in die Form 
ni +- Man D 


n Nm | x 
a, 1 Ga (ers: fa P 


über und heifst die xte Überschiebung der Form «a, p"ı über das 
Produkt der Formen a, p”?,.., am Him. Die.lte Überschiebung ist 
die Jacobi’sche Determinante der Formen qp”, .. Ge Dn. 

Ist insbesondere = &,.., Am =Q; hy =N,..,Nm = N, so ist 
die Form die xte Überschiebung der Form ap" über ihre (m— 1)te 
Potenz. In diesem Falle verschwindet sie stets bei ungeradem x 


und ist ferner bei geradem x in der Form 
m! Lon Im ĉi Lee Su gis-2 
darstellbar, denn entwickelt man von der Gröfse 
x—1 


n n R n n 
1... E ECO ET M |e E DL 
die Determinante o, 7: . a Dn |e,..€m, indem man die einzelnen 


Faktoren des kombinatorischen Produktes oi: a. mit den Ele- 
menten aller Permutationen der Einheiten e... €m der Reihe nach 
verbindet und die entstehenden m! kombinatorischen Produkte mit 
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den entsprechenden Zeichen versieht, so tritt, wenn in diesen Pro- 
dukten die Faktoren nach den Einheiten Cu, Cum geordnet werden, 
zu den negativen Produkten (—1)*-! als Faktor hinzu, während die 
positiven Produkte unverändert bleiben, und die Gröfse nimmt infolge 
dessen nach Unterdrückung der Indices der Größsen a,”ı,..,a, "m 
bei geradem x die Form 


Ge 
m!a"e,.. a" Em 1, fm — 


an. Die 2te Überschiebung der Form ap” über ihre (m—1)te 
Potenz ist bis auf den Faktor m! ihre Hefse’sche Determinante, 
Die xte Überschiebung der Form a,p": über das Produkt der 


Formen a, p”? ,.., Gan H ist, wenn man bemerkt, dafs 
3 S n! k ai 
E E 
ist und also ap,” durch die Operation p,p” in n!ap" verwandelt 


wird, abgesehen von dem Divisor (n, —x)!.. (Nm — x)! oder bezw. 
N, !.. Nm! auch in der Form 


e P > — n — n Mm. x 
Pı? 1 an , De HS Té, 1 2 x 0. wë. m (e, K Om 
oder 


FI we . Du l osati Pı s. P| e zf Ze Qy Pa”. Ge Am 
darstellbar. 
Die aus der Form ap" durch «malige Anwendung der Hyper- 


determinante pp, hervorgehende Form 
= n! Kë S 
Ppp,” ap" = Ze lf on DT pı 
nennen wir die xte Polare der Form ap” von p für D. 
Die Form a” p,” .. p," geht für xı+..+xr =n aus der 
Form ap" durch Polarenbildung für p,,..,?r hervor; es ist 


PP”. . Ppr" ap" = n! an Dun. Pr”. 
Die Anzahl der, wir sagen, nten Polaren der Form ap" von p für 
R n+r—]1 
Pis- Pr is ( 29 ): 


Die Hyperdeterminante pp ändert die Form opp nur um den 
Faktor n. | 


www.rcin.org.pl 


De S 


2%. Die Hyperdeterminanten pı P, und p, pı ändern, beide auf 
die Form a; pı”! 4,95"? angewandt, den Grad derselben für p; sowohl, 
als auch für p, nicht. Durch die Hyperdeterminante p,p, tritt für 
pı eine Erniedrigung und für p, eine Erhöhung, durch die Hyper- 
determinante 9,9, dagegen für p, eine Erhöhung und für p, eine 
Erniedrigung des Grades um Eins ein. Dasselbe gilt von der Hyper- 
determinante 9, Pə | ee, und der Determinante 9, Da |&,&, von denen 
die letztere, wenn die Form mit ihr multipliziert wird, eine Erhöhung 
und die erstere eine Erniedrigung des Grades für p, sowohl, als: 
auch für p, bewirkt. So ist also z.B. die Form 

Pa Pa| E163” Del" PaP T” Pi Pa| 6163” a Pi"! ge pa 
vom Grade n, für p, und vom Grade n, für 9,, ebenso wie die 
Form a, min ge Daf, 

Im Falle m=? sind infolge der dann geltenden Gleichung 

Pı Pa = Pı Pa | Eë + €162 
die Operationen 
Du He, Ms fu, PaPa |646, Pa Pol Erë i 
— unter der letzteren verstehen wir die Multiplikation mit der 
Determinante — mit einander durch die Gleichung 
PıPa | ëuën - P Pa| a6 = Pi Po | Pa Po 
verbunden, 


79. Unterwirft man die Form «a, p”! ge i ER 


De pı”, so erhält man, abgesehen von dem Faktor In; or die Form 


a Pa”! gail? Bai? * pi” = Léa? a": pa"? *) pr”, 
und es ist daher 
Pi Po? Pa Pi” 4 Pi"! ga pa"? 

(m at)! E A j 
m (n +2— A)! (m —x)! (a, "1 a"? pa"2—*) pi" t*-" Py 
In entwickelter Form erhält man die Form 


(a, nı Q”? pa” —*) Pi ni +A DÄ, 


wenn man auf alle möglichen Weisen p, in n+x—2 und p, in 
A Lücken des (m, + x)lückigen Ausdrucks a "3 a,"2 9,"2* setzt und 
das arithmetische Mittel der so entstehenden Ausdrücke bildet. Die 
Anzahl dieser Ausdrücke ist 


A 
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3 Pr is 


(mtx)! ` 
(m La A1 


und da p H für u=0,..,4 auf ( ye) verschiedene Weisen in 


4—u Lücken des mlückigen Ausdrucks ou" und p,“ auf LI ver- 


schiedene Weisen in u Lücken des «lückigen Ausdrucks a," p,”2—* 
eintreten kann und die übrigen n, — A +u Lücken des ersten und 


#—ıı Lücken des zweiten Ausdrucks von p" 2+ und pi H ein- 
genommen werden, so ist 


(a, "1q,"2 pa) pt p? 


A 
FR, (m ke Al A) | N, x 3 NES Re 
= Eege, 


0 
Ay"? 2 Ae Eaa 
und insbesondere, wenn wir x= A annehmen und A—u durch u 
ersetzen, 


CR Got? Dag p": Da 
A 
SEN R $ SERET n "Sé 
we (mA)! SI" ND RT HA d'et pf. 


o 


SO. Wendet man ferner die Hyperdeterminante 9,9, | &&% 
auf den Ausdruck 


Pı Pa | E82” a Pi"! Qa Dei? 
an, so erhält man im Falle m = 2, da 
Pi Pr | ONE Pi Deal ën = 4% | E&4E2 — &4 |&% = 2, 

Dr Du Pa | E18% Da Dy Pa | E182 | gës = Cu Pa | &1&a 

, Dës | E82 — en Po | EEx - Pier | E182 = Pı Pa | Eier 
und daher 

Pa Dal ëuge Pı Po | E183” = (2%+ x(#—1)) Pi Pa | €18 
ist und ferner infolge der für m = 2 bestehenden Gleichung 
e1 Pa| ëuës, & — Go Pa | E82 - 4 = Pa 


die Gleichung 


Pı Pı Drëps Pola Pa"? 64e, = xM Pi Po | E62”! ap," 
und ebenso die Gleichung 


= Ee OI Mimi 
Pi u Pi"! Pa Pa Pol E12” | = Mm PaPa |! ap," 
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gilt, die Gleichung 

Pi Pa |6163 Pi Pz | E182” Q4 Dun ga P3"? =P, Pa | &ı85* Pa Pa | &&, 

a Du" Az pa"? +x (M HM Hx +1) P Po page "ën Pi"! aa pa"? 

oder, wenn man 

PAS? _ [atmt+r+1l—iru sl Ai" 

fl bi u Kennen: 
setzt, die Gleichung 
PıP2|eı& Pi Paler” a, Pi"! ay pa”? 


N ve n n ‘ 
ei Inn &&” Pı Pa pu Ou Pı 'AsPa ? 


n,+ x 
+ Vd Inn, E182”! a, P4”! Gs Pa"? 


und darnach durch N Anwendung der Operation 9, Pa| €163 
und Berücksichtigung der Gleichung 
N, + Ma, % \- Er RE NT NG 
A +1,u du E 
Se e 
ZA y 1,1 ) 


die Gleichung 
ANAC ein Po | &182” Q4 P1”! ga Bai? 


3 


A 
N Fna, X EN dë 
-5| rn PAAR H M Pal ee api" afp. 
` i 
Der Ausdruck 
Pa Pa | €163? Pı Pal Erê” ap" aa Pa"? 
nimmt nach dieser Gleichung, wie sich aus der Betrachtung der 
Grölse Pı Pz | &&* “ und des Koefficienten ergiebt, für p, =p, im 
Falle x > den Wert Null und im Falle x= À den Wert 


Mm Ent) - zR n n 
| A Se TEEN Qı Pı ! A2 Pa °? 


an, 


SI. Die Operationen 9,9, und 9,79, und die Operationen’ 
PıPz |ee& und 9,9» |&£, sind hinsichtlich: der Reihenfolge ihrer 
Anwendung unter sich nicht vertauschbar. Dagegen ist eine wechsel- 
seitige Vertauschung gestattet, Denn bilden wir die Gleichungen 
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a, Be 


Pi Pa Du fa ës Ay P1”! Aa P2”? Mi Ma Pa Da "ip" ag"? p2! | ege 
= M (mn —1!)n, a," p”? Po o”? py"2-1 | €16, 
PıP 4% An Pa um" A P3”? =M Pa feslëës A”! P”! Po da Pa"? 
cn Din Din — 1) (oan p" ejes — dy” Di CZ ese) dap? 
Hna (m — Une a"i pi"? Da Gei pa"2—1 | e,e3 
und 
Tu Da Tu fa Ei Pi"! da felt = Ha Da Eë Ou vin Aap”? 
HM Dy Dal Erën Out pi" Da ga Bai, 
D Da | ëuëa Du ia a Pi"! da Dal? =M Pi Paleis gi pi! Da ga Datz, 
so ergiebt sich 
PaPa Pipz| eies = Pı (Dä Cf: PıPa» 
PıPa Dy Del Eiz = Pı Pa| E182 Dy De 
und durch wiederholte Anwendung der betreffenden Operationen 
Pi P? P A 46’ = D Pa lere” IB 
> À Y Der A 
Pı Dal Pi Po |” = Pi P2 |&1£2” Pi Po”. 
Und entsprechende Gleichungen gelten für die Operation p, pı. Vergl. 


Clebsch’s „Theorie der binären algebraischen Formen. Leipzig, 
1872. Sio 12—22, 


“#2. Die Form 

Pai Pa | pd DAIN "Pai "D Do | 46” ap" a, ai, 
welche, ebenso wie die Form o p”! 4,P,"2, vom Grade m für p, 
und n, für p, ist, geht, da die Operationen D fe 1 ee? und Pa pm?” 
die Form 


TR at ag” pa | re 
erzeugen, durch Ausführung der Operationen, abgesehen von dem 
Faktor 

N ! NMa! (m +1—2x)! 

(m — x)! (m— A)! 
in die Form 


z -= -% 
Pı Pa | E82” Out Ga pa" | ee D E y 


und für m = 2 in die Form 
x — 
ri ags pamah | pip rt 
über, 


Schendel, Grundzüge der Algebra. D 
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Diese Form besteht nach der letzten Gleichung des 79ten 
Abschnittes aus einem Aggregat von A—x-+-1 Formen von der Form 


TH," AT Pa” PT | Pa Pa 
für u=0,..,4—x, in dem die Koefficienten von n, unabhängig 
sind und m, und A in symmetrischer Weise enthalten. Eine jede 
dieser Formen setzt sich aber nach der Formel 


= S PET x 
Mitt, PT" oaa" Patt | Pa De 


z 
, x D D D , 
=5(—1}) (Zar pr Pa” Mz"? Pa” pr" 


o 
aus x + 1 Gliedern zusammen, die aus der mit einem nur von zx 
abhängigen numerischen Faktor zu versehenen Form 
a"! Pı HIELEM Ps HEIN art da na —(U+V) 
für v= 0,..,x hervorgehen, Be ist e Form 
rem Brit 
ein Aggregat von 4-+1 Formen von der Form 
a, DÉI Ma ni —9 Ps‘ Ge ng D Po na —9 
für ọ = 0,..,Å, in dem die Koefficienten von n, unabhängig sind 
und n, und A in symmetrischer Weise enthalten, und es ist daher 
auch umgekehrt die Form 
gu Dn DDT p,” dai pi? Det 
darstellbar durch ein Aggregat von A-+1 Formen von der Form 
gun gaz Bag | pip m? pa SS 
für z zs D... A, für dessen Koeffiecienten dasselbe gilt, und vu 
insbesondere 


H 
' A 4 x = d 
api" gaben = DaM on m": m" Lpp DIN" 
0 


oder 


ap"! Pa"? 
ge 


P EN . p m 
a / e är Pipal ere” gu ran Br, 


“3. Um die Koeffieienten dieser Gleichung zu bestimmen, 


unterwerfen wir sie der Operation mu Me "pp! und setzen dann 


P, zs Du, Der Ausdruck 
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Pi Pal 616" Pi Pol E12” gu a5" ® Pe gë Pı ER E 
hat nach dem 80ten Abschnitte für p, = p, im Falle «> u den 
Wert Null und im Falle «= u den Wert 


N + N, — 2x, x E ae. sch EN / éi ze 
| u, % In Palae m" a" pt on: m7 pie, 


also im Falle x = u den Wert 
kW +Ng H, 
SM 
und im Falle x <u für å = m, gleichfalls den Wert Null, da 
Pipal eje "` gan gata pyi] ee parT” gies, 
abgesehen von einem numerischen Faktor, gleich 


1 z 
) gun gaz pm leg pri 


Säz — ng — z P 
Pı P2 | el” Pı p? a" Gol "8 | Dës Pı p 
oder 


x 


Pa P2? DN Pal ag" "gunn gang Bas) Lee" pr ti 
ist und die Anwendung der Hyperdeterminante 9,9, | e,6, auf eine 
Ps in der Oten Potenz enthaltende Form das Resultat Null giebt. 
Folglich ist für p, = Di 
Pi Pa| eez” a, Pi"! ay pa”? 


= a, i?a (" Hm — 24, x 


z 
a,"ı q,"2 | e,e,- Nıt+ng—27 
x% ) "| Pi 


und somit 


N ! al ER P CDR N +N,-— 2%, x 
ae S 
oder d 
W m) 
[97 Nia VEN LE 
s Mtn — E MI 
Kr 
D 


n $ CG D D "Ten n n 
und, da œ,” als eine von n, unabhängige Gröfse aus q fräie 


durch Vertauschung von n, mit A hervorgeht, 


SR 
d (3 gv 


Der nunmehr völlig bestimmten Gleichung kann man auch 
die Form 


Kä 
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DÉI ng =. x)! a Bud 
MPi; ' AP ? -3 nase nr x 


S 9,9. —} £ 13x 
, PaPa) &&* Pipe" "u" Aa"? bas Iee mt 


geben. In dem Falle å = m, sind die Formen 
a," gas Pas) | e e Maes 

die aus der Form a, p,"! ga Bai? durch die Operation Pap?” Pp! 
16,” hervorgehen, von p, unabhängig, und man kann darnach die 
Form a, p,” gau, welche zwei Reihen von Veränderlichen enthält, 
aus den Polaren dieser nur Eine Reihe von Veränderlichen ent- 
haltenden Formen von p, für p, und den Potenzen von p4 Pz | && 
zusammensetzen, Die Formen sind die Überschiebungen der Form 
a, pı”! über die Form @,p,”?2. 


S4. Führt man statt der Einheiten e... Ga und &,..5 Em: 
aus denen sich die Gröfsen p und a zusammensetzen, irgend welche 
andere Gröfsen von derselben Beschaffenheit als Einheiten ein, so sind 
diese, die wir durch a: Gan und &,0 >. -3£m 0 bezeichnen wollen, 
mit jenen durch eine Reihe von Gleichungen verbunden, Die ein- 
fachsten, die sich aus den Darstellungen der nen eingeführten durch 
die ursprünglichen und umgekehrt der alten durch die neuen Ein- 
heiten ergeben, sind die Gleichungen 

Eu 0... Cm0 = ip, Emo | E1 ++ Em - & ++ Ems 

Eine, Emo 81,0: + Emo | Ci » Dm, Eq o Em 
und 

Eu. En =&:.Cm | E. ënn, Cio. ma» 

Eu, e Em il.» Em |e ++ mo +» Ein, Emo» 
in denen offenbar die Determinanten mit einander durch die Gleichung 
i 1,0. Dun | Ei. Em +» Ein, Emo | e Cp = 1 
verbunden sind. Sie sind als die AE SR nur specielle Fälle 
allgemeinerer Gleichungen, die zwischen den Potenzen der Einheiten 
bestehen. Im Falle m=2 z.B. gelten neben den entsprechenden 


die Gleichungen 
ei ` Ke n—1 n—1 
en ster E. Mehr E a LA CV 


n—] 


.& P SW EEN & NR ` ar : GH Lë Legd: 
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n—l n—1 
& PE Ss Gaar -( 0 ). S pa 


f "es CO ur! | eg, Së ef) E gë "Ki 
die für n = 2 in die angegebenen, der Annahme m= 2 entsprechen- 
den Gleichungen übergehen. 


Wa. Ein jeder Ausdruck, der sich aus den Verbindungen von 
irgend welchen Grölsen aus der Reihe der Gröfsen p und a mit den 
Einheiten Cis- -sEm und Eu, .,Em zusammensetzt, läfst sich, da man 
die alten Einheiten durch die neuen darstellen kann, in einen Aus- 
druck umwandeln, der sich aus den Verbindungen jener Gröfsen mit 
den Einheiten e... Gan und &1,03--, Emo zusammensetzt und im 
allgemeinen aufserdem die Verbindungen der alten mit den neuen 
Einheiten enthält. 

Alle Ausdrücke, die eine solehe Form haben oder in eine solche 
Form gebracht werden können, datz in ihnen die Einheiten als kom- 
binatorische Produkte in der Form e,..e„ und &..&n oder in einer 
allgemeineren Form, wie e,"=1..e,"-! und &"1,..8"-1 in dem 
Falle m = 2, auftreten, nehmen, wie aus den Gleichungen des vorigen 
Abschnittes hervorgeht, bei einer solchen Umwandlung nach Multi- 
plikation mit, durch jene kombinatorischen Produkte bestimmten, aus 
den alten und den neuen Einheiten zusammengesetzten Determinanten 
eine Form an, die sich von der ursprünglichen nur dadurch unter- 
scheidet, dafs an die Stelle der alten Einheiten die neuen Einheiten 
getreten sind. Sie nehmen also bis auf jene in irgend welchen Po- 
tenzen als Faktoren hinzutretenden Determinanten denselben Wert 
an, wenn man die Einheiten durch andere Einheiten ersetzt, und 
werden deshalb Invarianten genannt. 


Selbstverständlich besitzen auch die Gröfßsen « und p, da sie 
sich durch die neuen Einheiten in derselben Weise, wie durch die 
alten darstellen, für sich allein und somit auch in der Verbindung ap 
die Invarianteneigenschaft. Die Form ap" ist also eine Invariante, 

Eine Invariante ist ferner die Determinante 9, .. Pm | ën, . Em, weil 
sie nach Multiplikation mit der Determinante &,,9.. Emo | +. Gm die 
Form 9, :: Dn | E10.» Enn annimmt, Dasselbe gilt von der Hyperdeter- 
minante Pı.. Pm |. €; denn multipliziert man sie mit der Deter- 


minante e,o.: Em,o| &..Em; s0 erhält man sie in der Form D. pm | 
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&0::Cmo. Es folgt daraus, dafs alle Formen, die aus der Form 


Au Pi"! .. Um Pm™ durch die Hyperdeterminante Pis. Pml gy. -€m erzeugt 
werden können, die Invarianteneigenschaft besitzen; es ist nämlich 
nein] ée En Bi Da ën, E ae, R a 

4. De E NND: 

Invarianten sind nach ihrer Definition auch die Resultanten 
und Diskriminanten, Im Falle m= 2 erkennt man das für die 
Resultante der binären Formen «a, p"! und a,p"? auch unmittelbar 
aus der Form der Determinanten 
(@"1)"2 nF a e $ va -j (@a"2)"1 ur Ge gea: | Ada Fe $ grimi 
und 

(a,"! Go" | AN EM SE, N (a,"2)"1- Aa Ti a s BR Sa i 
ar Lä ur, 
durch die sie sich, abgesehen von numerischen Faktoren, darstellt, 
und für die Diskriminante der binären Form ap" aus der Form der 
sie bis auf einen numerischen Faktor darstellenden Determinante 
(on $ D Gel Ce? 2)", 
Die Form 
_ (a? eei piip "T 
PPı | €182 
verwandelt sich in die entsprechende Form nach Multiplikation mit 
dem Ausdrucke 


((a")? Cila”) p M UE 


afale Ve C10 69,0 Duty d 
j &,0 E2,o | Dt 
Endlich sei bemerkt, dafs die zu den Sturm schen Resten in 
Beziehung stehenden Formen 
Ag, HIT, Qori P! 
gleichfalls die Invarianteneigenschaft besitzen, 


SG. Die Anwendung der für r=m durch alle möglichen 
Kombinationen der Gröfsen p,,..,9, zu m entstehenden Hyperdeter- 
minanten mten Grades auf das Produkt 

HEI N, 
Ou Pı +» Ar Pr 
giebt nach Unterdrückung der Indices der Gröfsen p eine Reihe von 
invarianten Formen für p, die man als die simultanen Invarianten 
und Kovarianten der Formen a, p"',.., a, D" bezeichnet, indem man. 
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die Formen, welche nur die Koeffiecienten dieser Formen enthalten, 
von denen, in welchen neben diesen auch die Grölse p auftritt, unter- 
scheidet und die ersteren insbesondere die Invarianten und die letz- 
teren die Kovarianten der Formen nennt. Die Invarianten sind also 
Kovarianten Oten Grades für p. Die sämtlichen Invarianten und 
Kovarianten, die man so erhält, sind z.B. in dem Falle m = 2 durch 
die Form 

Pr Bau (abso MD — #2 ,8 ziar Zarr 

Pi Pa| a6 '” Dapp Papal eres" .. PiPr| pg) 

, . Pr—ı Dr | gës "A gu DT. ge Pr 

oder, wenn wir eine Hyperdeterminante nur durch die unter einen 
horizontalen Strich gesetzten Indices der in ihr auftretenden Grölsen 
p andeuten, durch die Form 


12 Kan 1a Ha 2 a (ee. Fl me" 
gegeben. Sie sind vom Grade 1 in den Koefficienten der Formen 
apt, .., ap" und, wenn in dem Hyperdeterminantenkomplexe p4 
A,mal,..,9, A,mal vorkommt und die Summe seiner Exponenten A 
ist, vom Grade 

(m —A)t..+(m—4,) 
oder, da offenbar 

At. zk ss mà 
ist, vom Grade 

MEH.. +n — mi 
für p. Für die Invarianten it A = m, .. A = Mr. 


87. Von den Formen a,P"',..,a,p"" können beliebig viele 
oder auch alle als identisch vorausgesetzt werden. In diesem letzteren 
Falle unterdrücken wir nach Ausführung der Operationen die Indices 
der Gröfsen a und n und sehen somit die Formen als Repräsentanten 
der Einen Form ap" an. Die Invarianten und Kovarianten sind 
dann Invarianten und Kovarianten der Form ap" und vom Grade r 
in den Koefficienten derselben und vom Grade 

m— (A, +.:+4,)= ım— ml. 
für p. 

Der allgemeine Typus der Invarianten und Kovarianten der 

Form ap" vom Grade r in den Koeffieienten ist in dem Falle m = 2 


(e na Te. (PTR tr (pr), 
wenn durch om" das Produkt a,9,"'.. arp," bezeichnet wird. 
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Nimmt der Hyperdeterminantenkomplex für gewisse Werte der 
Exponenten bei Vertauschung zweier Indices das entgegengesetzte 
Zeichen an, so verschwindet die entsprechende Invariante oder Ko- 
variante identisch, da infolge der Unterdrückung der Indices die 
Bezeichnung derselben von keinem Einflufs auf das Resultat ist. 

Die Invarianten erhält man für A =n, .., dn = m Da für 
diese Annahme für die Summe der Exponenten der Hyperdetermi- 
nanten die Gleichung am — mi = 0 gilt, so haben insbesondere binäre 
Formen ungeraden Grades keine Invarianten ungeraden Grades. 


SS, Auf die Determinantennatur der Hyperdeterminanten 
gründet sich eine einfache Rechnung mit Hyperdeterminanten, durch 
welche sich die Beziehungen, die zwischen den verschiedenen, durch 
Hyperdeterminanten erzeugten Formen bestehen, ergründen lassen. 
Die Grundlage derselben bilden z. B. in dem Falle m = 2 oder also 
für binäre Formen die Gleichungen 


Pi PaPs| Peres = 0, Pi Daaf aaa = O, ; 
aus denen sich, wenn wir die Hyperdeterminante p,p durch 1 be- 
zeichnen, die Gleichungen 


13— 3 181 317-0, 
TRETEN) 


oder 


13 2134381 

12 34 = 13 24—14 23 
ergeben. Wesentlich für die Hyperdeterminantenrechnung‘ sind die 
folgenden Punkte: Bei Einer Form ist infolge der Unterdrückung 
der Indices die Bezeichnung derselben von keinem Einflufs auf das 
Resultat. Eine Form vom nien Grade für p, wird durch «malige 


Anwendung der Operation i bei Unterdrückung des Index nur um 
den Faktor n(n— 1)..(n+1— x) geändert. Die Anwendung einer 
Hyperdeterminante auf eine Form, die eine der in der Hyperdeter- 
minante vorkommenden Grölsen p nicht enthält, führt auf das Resultat 
Null. 


89. Die folgenden Beispiele entlehnen wir dem Gebiete der 


binären Formen und beziehen in ihnen die Hyperdeterminante auf 
die Eine Form ap". 
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1. Aus der Gleichung 
123—-213+321 
ergiebt sich durch Erheben ins Quadrat die Gleichung 
22312 13 = $° I? + 3° 13°—i’ 32°. 
Aus Einer Form erzeugen die Operationen 
Së SI ACHT 
eine und dieselbe. Form, und es ist daher 
2231213 (op = 3° 12° (omg 
oder, da die Formen 2 12 13 (ap")® und 3 12? (om 18 für p, vom 
Grade n —1 sind und daher die Operation 3 bei beiden nur das 
Hinzutreten des Faktors n— 1 bewirkt, 
2312 13(apr)3— 3 12°apr)? 
und folglich 
2(n—1)12 13 (ap")? = n'ap" 12° (ap")?. 
2. Erhebt man die erhaltene Hyperdeterminantengleichung 
wieder ins Quadrat, so erhält man die Gleichung 
29° 3° 12° 18° +21? 5° MEN 29°? ar art 
= 3* 12°+ 2° 13° + 1* 32 
und damit die Gleichung 
22° 12° 13° (ap")? = 3° 12° (ap)? 
oder 
2(n—2)(n—3) 12° 13° (omg = n(n— 1) ap" 12' 
3. Multipliziert man die aus den Gleichungen 
123—-213+3 21, 
2141 24+4 12 
hervorgehenden Gleichungen 
223 12 13= 2'13°+3°21°— MN 
21412 24 = 2’14°— 4’ 12° —i’24°, 
so erbält man die Gleichung 
412341213 24 = (2° 13° 14° +1° 23° 34°) —3° 4°12* 
OEE wë e NEE SE 2°13°24”+1’2°14" 23.) 
+(— 1.378: 24°’+1°’4°19%° 23”). 
Es ist daher 
41234 12° 13 24 (apı)s 
= (2 Ar 13° 10° An 19° 2 1° 9° 13° 24°) (ap")t 
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und somit, da unter Berücksichtigung des 2ten Beispiels ` 
3° 4° 12° (apt = 24° 3° 13° 12° (ap")t = 24° 13° 12° (ap) 
ist, 
25 119° 15 24 (ap")* = —i 13° 324° (ap') 
oder 
2(n—1)?12°13 24 (ap") = — (n—2)? (12° (ap")?)?. 
4. Durch Multiplikation des Produktes der Gleichungen 
513=153+315, 
624 = 264 +426 
mit 12° 34” ergiebt sich die Gleichung 
5 612° 34° 13 24 =— (212° 15 343° 46 + 121° 26 434° 35) 
+(34 34° 12°15 26 +1 212” 34° 35 46) 
und damit die Gleichung 
+23434° 12° 15 26) (ap")® 
und nach Multiplikation mit 5 6 und Berücksichtigung des 3ten 
Beispiels die Gleichung 
5° 6° 12° 34° 13 24 (ap")s = — (2 2 512° 15:3. 6 43° 46 
+3434° i 15° 2 26”) (ap")s 
oder 
n?(n— 1)? (ap"): 12° 34° 13 24 (ap")* 
— — 2(n—1)?(n -2)? (12° 13 (ap")?)? — (n —2)*. (12° (ap")?)®. 
5. Multipliziert man das Produkt der aus den Gleichungen 
124 =214+421, 
324 = 2 34 + Å 23 
hervorgehenden Gleichungen 
224 I2 4 = i TMi", 
224 32 34 — 3° 34° +4? 32° — 3° 24° 
mit 13°, so erhält man die Gleichung 
ST ai 13° 24° -+(2° " Se 14° 13° aa? ai ai EN EN 42°) 
q È? 4° 19° 18° 303? 4° 13° 10° 30°) 
— (1” 2° 42° 43° 31° +1? 4° 24° 23° 31°) 
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— (24° 19° 13° 33° 43° 20° 13° — 23° 12° 13° 30°) tat, 
Andererseits geht aber aus der Gleichung 
13 24 = 12 34 — 14 32 
durch Erheben ins Quadrat und Multiplikation mit 13° die Gleichung 
2 13°12 14 32 34 = — 24° 13°-+(12° 13° 38+ 14° 13° 32°) 
und darnach die Gleichung 
2 13°12 14 32 34 (ap®)t —(— 24° 13° +2 12° 13° 34°) (ap")* 
hervor. Folglich ist 
62° 12° 13° 34° (ap")t = (24° 12° 13° 23° + 3 2° 24° 13%) (ap")* 
oder 
6(n—2)(n—3) 12° 13° 34° (ap")t = 2n(n -1)ap" 12° 13° 23° (ap")> 
+3(n—2) (n—3) 12° (ap")? 12* (ap”)?. 


6. Durch Multiplikation der aus der Gleichung 
143—=413 +3 41 
hervorgehenden Gleichung 
23413 14 4’ 13°+3°14°—1’43° 
mit 12°34° erhält man die Gleichung 
234 12°31 13 14 = (4° 12° 13° 34°+ 3° 12° 14° 43°) 1° 12° 13* 
und damit die Gleichung 
23 4 19° 34° 18 T4 (ap)! = (2 3° 12° 18° 31° Är 207 13%) ite. 
Es ist also unter Berücksichtigung des vorigen Beispiels 
334 12°57 13 I4 (apr)t = å’ 13° 13° 23° tat 
oder 
3(n—3)? 12° 34° 13 14 (ap")! = n(n—1) ap" 12? 13° 23° (ap")®. 
7. Multipliziert man die aus den Gleichungen 
314 =134+413, 
hervorgehenden Gleichungen 
21434 18 = 3’? 14’ — 1’ 34° —4° 13°, 
| 225 31 EEGENEN 
so ergiebt sich nacb Multiplikation mit 12° die Gleichung 
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11234 12° 34°13 4 = si 3° 12° 10 at = 
+ (4‘ 12° 13° 23° e CN 14° 24°) + (3° 4° 14° 12° 23° 
+ ON 4° 34° BEN aji ai 12° ETA 
—(Ż? 4? 12° PETER) 
und darnach die Gleichung 
4123 12°34°13 faaji 


— (24° 13° EWEN i 2° 24? 13° 22° 4 12° 13° 34 2) (apı)i. 
Unter Berücksichtigung des 5ten Beispiels ist also 


6123 12°34°13 24 (ap")* 
= (2 4° 12° 13° 23° — 3 4 2° 24° 13°) (ap*)* 


oder 
6(n—3)'12° 34° 13 24 (ap")t =2n (n—1)(n—2)ap" 12°13”23°(apr)? 
-— 3(n—2)? (n—3) 12° (ap")? 12° (ap")?. 


90. Will man die durch eine Hyperdeterminante oder einen 
Komplex von Hyperdeterminanten angedeuteten Operationen statt an 
Formen, wie Q4 P4 *,..,@r DT, an Formen ausführen, die sich sämt- 
lich oder zum Teil aus Formen verschiedener 9 multiplikativ zu- 
sammensetzen, so hat man zu bedenken, dals die Anwendung z. B. 
der Hyperdeterminante 12 auf die Formen gu Du": und ge Hais die 
Bildung der Summe aller derjenigen Ausdrücke erheischt, die man 
aus dem Produkte der beiden Formen dadurch erhält, dafs man aus 
ihnen auf alle möglichen Weisen p je einmal entfernt. Die durch 
die Hyperdeterminante 12 bezeichnete Operation ist daher, wenn sie 
an den Formen 4 pı”! Ga Di? und ges fain ausgeführt werden soll, 
durch das auf die Formen a,p,"!, Ge Da, Ga fei sich beziehende 
Operationssymbol (1+2)3 = 13+ 23 angedeutet. 

Darnach erhält man z. B. durch Anwendung der Operation 
12° auf die durch diese Operation aus der Form ap" hervorgehende 
Form, da an dem Produkte der Formen 12” o foi" ge fei? und 
34° Ga Daf? Ga Dain zu operieren ist, die Form 

GHDEH AN TP 30 (ap) 
und durch Anwendung der Operation 12° 13° 23° auf die Formen 
12° (ap")?, 12° 13° 23° (ap")?, ap" die Form 
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(1+2)(8+4+5)” (14+2)6° (3+44+5)6° 12° 34° 35° 45° (emie, 
Die erstere Form, welche, abgesehen von einem numerischen 

Faktor, die Hef[se’sche Determinante oder Kovariante der Hefse’- 

schen Kovariante der Form ap" ist, stellt sich entwickelt in der Form 


(13+ 144+ 23 +24) 12° 34° (ema 


oder 

(4 12° 13°34° +8 12°54° 13 14 +4 12° 34° 13 24) (ap")t 
dar und setzt sich darnach, wie aus den drei letzten Beispielen des 
vorigen Abschnittes zu ersehen ist, für n> 3 aus den Formen 
ap" 12° 13° 23° (ap")® und 12° (apr)? 12° (ap")? zusammen, während 
sie sich für n=3 auf die Form 4 12” 34° 13 24 (ap")* reduziert, da 


E 


die Operationssymbole 12°13°34° und 12°34°13 14 den Index 1 
viermal enthalten und deshalb, auf das Produkt a,9,3. .@, PÈ an- 
gewandt, das Resultat Null geben, Insbesondere hat man für n = 4 
(1 +2)(3 + 4)’ 12° 34° (apt)t = 72ap* 12° 13° 23° (apt)? 
— 6 12° (apt)? 12° (ap*)? 
und folglich, da nach der Entwickelung der 4ten Potenz der Hyper- 


1(2 +3) 23° (ap)? = 6 12° 13° 23° (apt)? 
ist, 
(1+ 2)(3 +4) 12° 34° (ap) = 12 ap* 1\2+3) 23° (oni? 
619" (apt)? 12° (ap*)%, 


91. Den Hyperdeterminantenkomplex 


ni Alz Pi Pa| up lte! ups, Pi Pr | eCa.. Pra Pr| el 
kann man im Falle m= 2 durch die Determinante 
N Se S hei 

darstellen und somit die durch ihn bezeichneten Operationen durch 
die Operationen ersetzen, die durch diese als eine Hyperdeterminante 
höherer Art zu bezeichnende Determinante angezeigt werden, Diese 
Operationen bestehen, abgesehen von einer Summenbildung, in einem 
anf alle möglichen Weisen nicht je einmal, sondern wiederholt vor- 
zunehmenden Entfernen der Grölsen p,,..,p, und einem an ihre 
Stelle Setzen der Grölsen ei")... eil, 
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Wendet man diese Hyperdeterminante auf die Form a, Hk. 
4, pr" an, so erhält man die Form 
LTE EEE 
(m — (r—1))!. . (n — (r—1))! 
n PC. 2 a," Pr Acel D rl, e” a 
und somit bei wiederholter Anwendung derselben die Gleichung 
(at pe" 
m N! Mr! 
. (mxr N)... m —x(r—1))! 


N. — 


rat z 


N, n, —Z (r—1) r—i had 
d'W ee fu ET 


rt, a 
Beispielsweise ist die Form, die durch die der Operation 
12° 13° 23° gleichwertige Operation 


(p. Dee |&?..&?) 
aus der Form a,9,'..4,Pp,* erzeugt wird, 
s a 2 
413 RRT F AS 
und darnach im Falle ga = 4, .., a =4 
P € 2 
CAEL AEE CAT A as 


92. Durch Hyperdeterminanten dieser Art lassen sich die 
Resultanten und Diskriminanten der binären Formen ableiten. 
Die Determinante 
(a,"1)"2 AC 1 bait Au u (a,"2)"1 A 4 Ca, | era Te! ga, 
die sich nach der Sylvester’schen Methode für die Resultante der 
Formen a, p"ı und a, p”? ergab, erhält man mit dem Faktor (n, + 
1P 2P 8 1 
Na — 1)!”ı+"2 durch die Hyperdeterminante 
pintrat A Bälne? | "Pa tns-1 St: Gtr 
aus der Form 
EM urn EM kur Day SG a": gri pors -1 


wei Faasi sc e 
Qt gr Be Die fe &"1 DR 1 


oder 
n n n 
Ag Pa"! Ou DI © A2 DAS Aa Pasten, 


ng—i p ia nale nge—l niı—i on | 1-1 
-M 2 & 2 . "Pis €a Prsti Ei 1 gel A EC D E D D 


Dasselbe ist der Fall, wenn man in dieser Form die Gröfsen &,"2-!, 
Eat nnd a,"1=1,,.,&,":71 in einer anderen Anordnung annimmt, 
sobald man sie mit dem Minuszeichen versieht, wenn die Reihe der 
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Elemente der betreffenden Permutation durch eine ungerade Anzalıl 
von Vertauschungen zweier Elemente in die ursprüngliche Rejhe über- 
geht, Die Anzahl der Permutationen von m Elementen ist nun al. 
Folglich geht die Sylvester’sche Determinante 
CM IA gë 2 ar, CM Të en Sr E | Ta We RS ar res 
in der Verbindung mit dem Faktor 

M! Ma! (+, — 1)!" Fra 
durch die Hyperdeterminante 

pt - ..p near} | D nıtna— e," tna—1 


nı+ 


aus der Form 
a n DR D ng 
a, Pı Ze Ou p wé Qa Paap Li Gau Lan 


Ha 


ng—i ng—i | p ngy—i ng—1 n1—1 nl n,—1 nı—1 
-Pı Dr Ce -Parti Be la" D Ze 


hervor, 
In gleicher Weise wird die Bezout-Cayley’sche Determinante 
(a, UP EA | gë Hu gäe? Ce TA Së (@,*s)"ı "3 rer PR gti neml | 
Cie CA gäe? 
in der Verbindung mit dem Faktor 
— m)! m! (m, —1)" (alle 
durch das Hyperdeterminantenprodukt 
ahh "ee A ZER, u 1: 
pı"! Dur a | a" Lë CW ` SC H a A e e d s 69"? 
aus der Form 
A Ai ` = = 
(a,"1 a3"? | e163) pa" p iaa" + (04 g"? WW E 
ES Bep dsi 1 on 
d Ge BAS, r- äh | ey 1 ; DÄI ng | De? ai 8371 ng 
erzeugt. 


Und ebenso ergiebt 'sich die Determinante 
((a")? D A Re (er, eck Zr, 
welche bis auf einen numerischen Faktor die Diskriminante der 
Form ap" darstellt, in der Verbindung mit dem Faktor 
(n — 1)! (n— 2)!" 
durch das Hyperdeterminantenprodukt 


n—? 


D ken | TA -2 | D n—2. SE P, 3 Le d eur? zë Deg, 


aus der Form 
("2 erea" ITT (lan)? ee”) Paz? Ph 
Im Falle n =n, Mass H nimmt die Sylvester’sche Deter- 
minante bei Vertauschung von a," und a," in den Faktoren 
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A," 80" * e” 1 und a," SOT STT das entgegengesetzte Zeichen an, 
und dasselbe gilt daher auch von der Form, aus der sie durch eine 
Hyperdeterminante erzeugt wird, bei Vertauschung von a” und a," 
in den Faktoren a, p," und a,p,\,. Ersetzt man also in ihr das 


Produkt a, p,” az DÄ. durch die Determinante a," a," ZS, so 


Den 
erhält die durch die Hyperdeterminante aus ihr entstehende Form den 
Faktor 2. Folglich geht die Sylvester’sche Determinante 

(a, d ge Th EH CA D SÉ? Se, "Age | e RECH e: ge? 
in der Verbindung mit dem Faktor 

2» n!? (2n - 1)1® 
durch die Hyperdeterminante 
A i Där 5 KZ, -1 | A Wnt., e,” -1 

auch aus der Form 


n n n n n H w 
a, M DI D x WG da IP" Pal 


n—1 n—i i p n—1 n—1 n—1 n—1 | LE 
` ET weg eet ui Aug Ze aA 


hervor. 
Die Determinante 
ER md et e a An RR e Ai Bi e 
welche bis auf einen numerischen Faktor die Diskriminante der Form 
om darstellt, wird darnach in der Verbindung mit dem Faktor 
22-1 (n—1)!? (2n — 3)!" 
durch die Hyperdeterminante | 


3 m 2n—83 —n3 äu 3 
p?” ' T n | RK ui ` C n 


n—-2 


aus der Form 
Y nyigi 2 Li 2 
COS u Fe CC) any 2 


n—2 n—2 n—2 n—2 n—2 n—? n—? 
ET S aaae Le E E 


n—? 


erzeugt. 

Die für die Darstellung der Resultanten und Diskriminanten 
durch Hyperdeterminanten gegebenen Formen sind augenscheinlich- 
sämtlich invariante Formen. 


93. Die Hyperdeterminante P4.. Pm | &ı .. Em behält ihre Tn- 
varianteneigenschaft, wenn in ihr irgend welche Operationssymbole 


p durch Gröfsen ersetzt werden, die der Reihe der Gröfsen @ ange- 
hören. Sie setzt sich dann nach dem La place’schen Determinanten- 


www.rcin.org.pl 


se ` NS. 


satże aus Determinanten und Hyperdeterminanten zusammen und 
kann, deshalb als eine gemischte Hyperdeterminante mten Grades 
bezeichnet werden. 
Eine gemischte Hyperdeterminante hat die Form i 
Pi -Pn Gatin,, mn) Ch» , Em x es 
und geht, offenbar, wenn wir 
Pı,o Dunn = An+1,0 + Dan Eu, Em 

oder 

Anio: Gan zs (—- N 9,0 -+Pa,0 | Er 7, Em zp 
setzen, in die Hyperdeterminante f 
+ fji 


Pı- Pn "Dua, - Dun 


über, 
Insbesondere ist l 
Pı . , Da Dau | C1 - - Em = Pi PN ` (Pio , , Pm—1,0 
für SES 
Paio +- Pm—1,0 = Am0 | C1 En 
oder 


Am,0 Bee Dës Dun . , Pm—1,0 | E1. fm, 


94. Ein Komplex von- Hyperdeterminanten mten Grades, 


der die Operationssymbole p; ,.., pr und die Größe amo enthält, giebt, 
auf das Produkt ` j l 


a n4 a np 
RER! (Ly !- Ar Pr KT 

angewandt, nach Unterdrückung der Indices der Grölsen. p eine in- 
variante Form für p, die man als eine simultane Kontravariante oder 


Konkomitante der Formen a p"',.., a D" ‚bezeichnet, je. nachdem 
sie aulser den Koeffiecienten der Formen nur die Gröfse gan oder 
neben dieser noch die Grölse p enthält, 

Die Form ap", welche für p = pe, E? H.. -H PEm Cm eine Form 
mter Ordnung ist, wird bei Zugrundelegung der Einheiten mo... 
Pm-1,0 für alle Gröfsen p, die sich durch sie darstellen lassen, zu 
einer Form (m —1)ter Ordnung. Aus einer Invariante, oder Koyaż 
riante von Formen (m—1)ter Ordnung geht daher bezw. eine Kontra; 
variante oder Konkomitante von Formen mter Ordnung hervor, wenn 
man in ihr unter Einführung der Einheiten Da, Da An das 
kombinatorische Produkt dieser m— 1 Einheiten durch die’ Gröfßse 


Schendel, Grundzüge der Algebra 8 


www.rcin.org.pl 


— 114 — 


ame. ersetzt. Beispielsweise ist für die binären quadratischen 
Formen 4, pP? und a, p? die Form p Delega a, pı” dap? eine In: 
variante; folglich ist die Form D Ps | Uu a Da ai u Pı” Ga Dal bei Zu- 
grundelegung der Einheiten 9, 9, Ps. eine Invariante und somit die 
Form my Da A30! €1€2€3? AP” Ga Dei, wie es in der That der Fall 


ist, eine Kontravariante der ternären quadratischen Formen a, p? 
und a, p”. 


95. Die gemischte Hyperdeterminante Pı Ai Pm D 16... Em 
bezeichnet man in abgekürzter Weise durch 1..(m —l)a, und es 
gelten für sie in der Hyperdeterminantenrechnung Gleichungen von 


derselben Art, wie für die Hyperdeterminante ı..m. So ist z.B. 
für m= 3 


Pı Po Da Gan Peleg = 0 
und daher 


ano p. 123 = i 238a — 2 i3a + 312a. 


Sechstes Kapitel. 


Typische Darstellung der Formen, 


96. Nimmt man statt der Einheiten ec... Gw die Größen 
Pis- Da als Einheiten an, so stellt sich die Gröfse p in der Form 
P = PPa -Pa +--+ PPm -Pm 

und darnach durch die Gleichung 
Pi -Pm | € e e Em «P 
= PPa Pa- -Pm | E1 +- Em» Pa F- EF PPm Du, -Pm | Eu. » Em - Pm 
dar. Da nun ferner 
Pai - Dm = Pı - Dm |e. Em» 1. -Cm 
ist, so läfst sich also eine jede durch Hyperdeterminanten entstehende 
Invariante und Kovariante der Form ap" durch die m+-1 Deter- 
minanten 
Pa <- Pm | E1- - €m, Ppi Pi- -Pm | E1- - Eni >+ e Da Pi - Pm | Er Em 


V Ota) ZS 1 
und (die ( kuwi ) nten Polaren der Form ap" von p für p,,.., 
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Pm, die sämtlich die Invarianteneigenschaft besitzen, rational so aus- 
drücken, dals nur eine Potenz der ersten Größse im Nenner auftritt. 

In dem weiterhin allein in Betracht kommenden Falle m = 2 
sind also in dieser sogenannten typischen Weise vermittelst der 
Gleichungen 

P=ppı-Pı + PPa: Pas Pi Pa = Pi Po E1 Ex + 16> 

alle Invarianten und Kovarianten der Form ap" durch die n + 4 
Grölsen 


n—7 z 


Pı Pal Era» Hits ` ëuës: Pa p|ErE23 A" Pi P2 


für =0,..,n darstellbar, und insbesondere ist 


n 


| n ARE ER 
Pi Po ae". ap" =F N o" Pa" T” bai, PPa | E82" * Pap | ik”. 


Vergl. den 7ten Abschnitt: „Typische Darstellungen“ in Clebsch’s 
„Theorie der binären algebraischen Formen. Leipzig, 1872.“ 


97. Wir bemerken, dafs sich nach der Gleichung 
Mt pr a" pre | Pipe“ 
e 1 
SECHER N gut Dir Po" gan p," pa 
auch der Ausdruck 


R k A 
a" DT pr | PaPa” 


durch die Polaren der Form om ausdriicken läfst; es ist nämlich 


El Ek e H 
a® Ae MA PTI | TE? 


A 
H 
na 2 (—1)" NM a" DCH Defi a" p>” + Be, 
Dieser Ausdruck nimmt bei Vertauschung der Gröfsen a” p"? und 


a" DR * p”? den Faktor (—1)* und somit bei ungeradem A das 
entgegengesetzte Zeichen an, während er bei geradem A unverändert 
seinen Wert beibehält. Es hat daher der Ausdruck 


d 2 D 
(a" Te RN pt — a" PE "Ae d Teil PıPa 


oder der ihm gleichwertige Ausdruck 
D end E red eech D 
+ a" Dm n—/ Dr | a" DN 


= 
bel ungeradem 2 den Wert 


Wi 
d AIR Dem 


Eh 
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Dar nm, "gu p" p, wL Ay, pa 


und hei 'geradem 4 den Wert Null. Bezeichnen wir also den 
Ausdruck 


"al e L A 
(a" 2" -A a" mu gt ec a" Pit ëm A a" p ur wëll HH 
Pai Pa Dës. 
= LO P, nv A "Geen pb vw: N ER d 
Kos l 
; n UE? ZA— zn ee | 0 GE 
+a" pi" "Pr a" p," bech 


in gleicher Weise, wie den bei der Bézout-Cayley’schen Besch, 
tantenbildung benutzten Ausdruck, CS 


(a" Dron Pi n—# | FR np, S E TE | Km 
oder, indem wir A als ungerade voraussetzen, durch 


At 


.. á A A+1 
Aurdal : 2((ar pj”)? DA Ip Ps x HEI j 


so ist 


a" M KA a" Pi Lë Bag (pp 


E pe a DORTZE 
und folglich 


L41 n n—%:?2 Att 

Pı Pa| Ere" HI (an Pi”) eg: JB 
A 

= Eeh) a bar p er prt hu, 
Die Form 

Fer 


lan RR ` 
((a" p," —*)} DI? j) teur Deeg 
nimmt nun für =4/-+1 die Form 


Fa, Be 


Pa 


(ER 
4 a" Pi E KER a" M nit] A Ge 


und für x= +2 die Form 
hr I Fig 
EICH Theo Eu D In + a" P nu Jä Pa a" Pı nu A 1) | eib 


Ai A . 
an, Es ist daher 


DI 
d 


An +i ZA) z j 
("pt Neon Y MLP zs aee META ani 


RAT: k À+ 2 
Gen pu"? "og "pp = Zerf ` Di Ze WD 


und man erhält somit aus der letzten Formel für A=1, x= 253; 
Ass A, x= 4,5; A=5, se Di, usw, die folgende Reihe von 
' Gleichungen ; , 


9 


6 E 2 P 
ap," a" m" Tei = Dy Pa| &&” (a gës Din tonn me, 
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ap,” a" Dip Pr €163? (UM? e163" pi?" Dis Ha" pi"! pr 
a" Di “an š 
ap," a" Di pat = Pipal eret (a? ops p” + Aa" pi"! p 
a" p"™ pa? — 3 (a" p," Pe Ve 
ap," a" 9" paž = 2p, Dal ën (ar)? ous pi"? py, +30" D" Pa 
a" pr pat — 2a" p," p? a" pi"? pa’, 
ap,” a" Du p, = Pi Bel E186 (ar)? ee p 6a" p" De 
a" Di pa — 15a" p"? p,” a" pi" pat +10 (at pi" pa?) 
ap," oi p," pa? = 2 pi Pr | &8,° (a? ae, p pa + 5a" Du pa 
a" Di f pa — 9a" pi™? p? a" pi pa then pi pa? a" Dir pat, 
ü. s. w. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dafs sich die Polare 
a" DUT Pa | 
durch das Produkt der Form ap," und einer ganzen rationalen 
Funktion der 2 Quotienten 
MP: | E182: Pi", A" m" Po : AP," 
und der x ersten der n Formen 


z 


2 e 2 i 
ap"; (a")? Eu” P nA, (a")2 A Bag Ps» 


RN EN FR 
(a")? Z Gw Di di 8, MK ĉi [23 Pı 2n—9 Pa e di 
darstellen läfst, 


98. Die Gröfsen 
D Da! Erta, Ou, A" DT Po 
sind mit einander durch die Gleichung 
Pi Pa | E82. A" P," | e163 = a" pi"! Po . Pi —apı": Pa 
verbunden, da die links stehende Gröfse in der Form on Gë 1| pu pe 
darstellbar ist. 
„©. Wir setzen daher 
Po = — a" pe oder ap"! = Dal Eë, 

Es ist dann 

PP) aa = ap", PPo| E16 = A" Du pr a" Du pa = 9, 
ferner, wie die Gleichung 


r! 
a" pt a" SR M” | Ze A 


pp lëre t! (ap ST Ae gët gie Seit l 
für å = 1 ergiebt, r 
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AS 


NM degt e feed e 
und endlich, da die Quotienten 
PiP | &&:apı", a" Du Pa : apı" 
bezw. der Eins und der Null gleich sind und 
ne ORN l+ ; 
ME Gem Di gu. 24. 3 Pa =; a" (a")? A Cem le Ca Pı 3n 244 
ist, die Form 
-%55 2 RS TR 
(ap ee ni? pr? 
eine ganze rationale Funktion der x ersten der n Formen 
apı", (am)? DI p, a" (a")? uge EI) Där 
(a")? DA MT, a" (a")? guër | AA MT 10, SÉ 
Aus der im vorigen Abschnitte gegebenen Reihe von Glei- 
chungen erhält man für diese Form, die für zz U der Eins und 
für x=1 der Null gleichzusetzen ist, die folgenden Ausdrücke: 
e 2 ` 2 ` 
(ai pi Tee Dun = (ae Dain, 
(a p" ee Ip Pr =2 a" (a)? oe ege m, 
Con pı n—4)2 DIR d) 29,2 A Con? ro e, ei 3 (am)? eez )?) pi" 8, 
((a" 2,7% A e~ pP v Ay ZE. (God a" (am)? e D | ĉiea — 2 (a")? A ei 
„ar CM 4 | iê) 29; 
(oi 299 4 )p wv A La (et S ME D er 1 dla")? 8 (a)? ĉi FS 
. (a”)? DI + 45 ((a")? up +40 a" (a")? DA | DCH pt, 
((a" pi n—7)2 e e ` Pi 5p 5 = 2 CM .a" (am)? e De | &6 — (Of 
BGH ME Ge .a" (a)? ezez lee — 5 a" (a")? uge CC wk DI 
+ 3(an? ee” . a" (a)? uge | erg) pi, 
u. s. W. 


99, Nimmt man also 
p= a p | eit 
an, so lassen sich alle Invarianten und Kovarianten der binären 
Form ap” durch die 3 Formen 
apı", a" Dip Pip | Eê 
und die n— 1 Formen 
2 22 d 2 vol 
(a")? 6” p” á; a" Cat A "Se | AA po” 6, 
4 4 "E 
(a)? Éuëe" Säz, a" on? ê ur | Eu ës Ka 10 | SX, 
j . pd A L = à an 
3 
in Ganzen durch n+2 invariante Formen rational so ausdrücken 
dafs nur eine Potenz der Form ap," im Nenner auftritt. 
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Die Formen 
(a)? EN pi, a" (a")? êi A | A p2, 
die für A=1,3,,. die sogenannten n— 1 Stammformen der Form 
ap" darstellen, gehen aus der Form ap" durch die Hyperdeter- 
minantenkomplexe 
12H, 1@+3) 33 
hervor und sind in der Verbindung mit den Faktoren 
2 .n!? Ain! n 
PE yag VYE AA EE ESCH 
bei ungeradem A den Formen 
12°+! (ap™)2, 12 23°*' (ap")3 
identisch gleich. 
Für die Form ap” selbst gilt die Gleichung 
(ap, "1 ap" 


- 5 HG DCH og Mr? (a pp pipl ere” 


und darnach für die Gröfse a” die Gleichung 
(apı nyn—1 a" 


2 x n ə 2 9 ze 9 $ Í 
gr. a HIG PD")? e1607) P Pa” (a" pa" pi og, 


100. In dem Falle n= 2 hat man, da 
((a? ni gës H Pi? P2? = (off e; e 
ist, die Gleichung 
ap? a? = (a? pi)? + (ad? ees” Pi | 8163? 
und kann darnach die Gröfse op 7 a? in zwei lineare Faktoren zer- 
legen, die sich in der Form 
ne 
a? p — N (are p | ére 
darstellen, wenn man der Quadratwurzel nach einander die Faktoren 
+1 und —1 beifügt. 
Die Verschwiudungsgrölsen der quadratischen Form ap? sind 
daher durch die Gleichung 
(a? pi — da? 4% pil Ere) p =O 
bestimmt und haben somit, da 
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(Pı la) €162 = — Pı 
ist, die Form 
— a? n; V 2,2 a 
i p = @? pi | 46 F Y—@P og pi 
oder 
, UF Hog ies ? 
Dectoloët V— a? &% ) M 
Die Invariante 
| (ad)? e e" 
ist die Diskriminante der quadratischen Form ap?. 

Der Eintritt der beliebigen Gröfse p, in die Form der Ver- 
schwindungsgröfsen der Form ap? dient nur dazu, sie in einer Form 
darzustellen, die alle möglichen Darstellungen in sich enthält, und 
findet darin seine Erklärung, dafs die Grölsen ir 


d / 5) 2 d 00 2 
ae; | e163 + N (a>)? e16” Gu, A Cz) C16 F N— (a)? er Ca 
sich von einander nur um einen aus den Koefficienten der Form ap? 
zusammengesetzten Faktor unterscheiden, 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung «a? &,? p° = 0 sind 
durch die Gleichung AE 
Kë Mel +a Met V— (ad? 46° më y Pia 
p Ei z 
—@ pı & + KLS (a? Se HIH 
gegeben. ` Insbesondere ist für pı = 6; 


Te 
Mare +a?a& + dë DÉI. 
D) — ae? 

Übrigens gelangt man zur Bestimmung der Verschwindungs- 
gröfsen der binären quadratischen Form auch durch ‚eine eigentüm- 
liche Darstellung der allgemeinen quadratischen Form, die sich aus 
der Determinantengleichung ia wii 

OS ant Lët, Be 
=, Cj Ay di. On Lë Di Cn fie ër Ei e Eu E fie Ei fl 
oder 1=a,a,|e,e, ergiebt, deren nach der letzteren ‘Form augen- 


scheinliche ` Richtigkeit überdies durch den Cauchy’schen Deter- 
minantensatz offenbar wird, wenn man bemerkt, dafs ‘die Gröfsen 


leg, ën und e | A; lr. An Aggregate --von Gliedern sind, 


die man bezw, aus dem Ausdrucke (—1j"?a, €) : ©, Cj €, pu für 
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Aal... H und dem Ausdrucke (— 1"? Au Cp a, Qy M . an für 
u=1,.. erhält, Das Produkt 
a,hej&:.en.e,|a,ar::a 
stellt das mit entgegengesetztem Zeichen genommene Aggregat von 
Gliedern dar, in welches sich nach dem Cauchy’schen Determinanten- 
satze die Differenz 
| A. An | Cg oo Cn — Oy Cy Oy Qg -o An | Cu Cr o Eu 
zerlegen läfst. 
Es ist (art! = oft) p, py oder 
(anti = py . (ol a — (an (a? P, 19, 
und folglich 
ap? ` (a2)" Di x CR Pr (om (a? p | Pı $: Pr)? + la+ pp, i; Par. 

Für n = 1 und m=2 giebt diese Gleichung die hier zur An- 

wendung gekömmene Gleichung 


ap? apı? = (a? ppı)? + (a?) ege ` pp ege, 


101. Für n= 3 gelten die Gleichungen 
(oi p, Zog! Pp? = (ad? 1%" Di 
(a? DÉI oe Y pi m = 2 aè? (a?) eiea | eie DÄ 
und es ist 
(ap, 7 aè = (a? p?) + 3 (a32 ae pi? a P? . pil Erë? 
— 2 a? (ad)? 4% (ës PM? Pi l 8? 
Bezeichnet nun øg eine komplexe dritte Wurzel der positiven 
Einheit, so haben die Grölsen 
pv E U, Ou +0? Ga, 0? + 00 
infolge der Gleichungen 
o®=1,1+0+0=0 
die Eigenschaft, dafs die Summen ihrer Kombinationen zu je 1, 2, 3 
Elementen die Werte 
0, — 30, u +? 
haben. Folglich läfst sich die Größse (ap,®)? a? in drei lineare Fak- 
toren von der Form 
oi p? — (V Mo? a! + V Pao? a8") Pa| Erë 
zerlegen, wenn man den Kubikwurzeln nach einander die Faktoren 


1,1; 0,6; 0°,0 beifügt und 
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GË Yen an! = — (a)? gë Di, 

Pi o? ae! + P30? E1627" = 2a (a)? oe | ee, Di 
setzt oder also die Gröfsen D, a und Pz als die Verschwindungs- 
gröfsen der quadratischen Form 

(4?— 2 aè (a3)? oe (ës P1? . Ejea — (er DÉI Er) pP? 
ansieht. 
Nun ist | 
a? pı P2? = apı?. (ad uge D 
also infolge der Gleichung a? p,” pa = 0 
(ap? (a ee D a’ p? a? pipo | Pipa = — (0? Pa)? Pa Pi 
und somit unter Berücksichtigung der Gleichung 9, Pə | Euëa = apı? 
(Lait 4% p? = — (ad)? op P? 
und ferner 
aè (a?) oe ou Pi? = (a? eie MPa» 
Demnach ist 
((a?)? og" DÉI + (a? mit oe" (ës Di 
in der Form 
— (ad)? os M ai Zo, Pa | Pi Pa 
oder 
— ((a3)? ee")? pip 
darstellbar, und es gilt die Formel 
(ad)? ee p?) + (aaee "og p3) 
+ (ap?) (ad)? 1" ae = 0. 
Infolge dieser Formel ist die quadratische Form identisch mit 
der Form 


(le — a? (a?) gë eg: Pi? - €) +(ap, 8}. (a3)? Cily)? uge", En?) p’ 
und daher in zwei lineare Faktoren von der Form 


5 d a SUE EE TEE ET? 
(e — (a? (a?)? e b lee m? Loi? d ((a3)? DT &) P 
zerlegbar, und es sind ihre Verschwindungsgröfsen 


ee IS EEE 
p= (e—a? (a3)? erea” | 616s pi’ + ap,’ Van eies)? eez lënl of 
und somit 
pl EE =a? (a)? gës ` pës Pı? +apı? d (Loi e ei ee 
Die drei linearen Faktoren der Gröfse (ap, ?)? a? haben also 
die Form 
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39,2 (d Frae e? 3 sy (asmon! 2 
a? p? — AN a? (a8) eie "og: pi? + ap (ad) eje É ere 


3 En = i 
+ Vas (a)? oe og: Di — apı? V— (a9)? oe" oe? Pi |&& 
und demnach die Verschwindungsgrölsen der kubischen Form «ap? 
die Form 


p= (ala + Vastai? eje lere + ar (ad aeee 


T ag taa ENEE, ER EN Ee Se e Se ` mm 
+ Va: CM V— (a)? ee)? 4%) M? 
Die Invariante ; 
dk og P pm 
ist der (—4)te Teil der Diskriminante der kubischen Form «ap3, und 
die unter den Kubikwurzelzeichen stehenden Grölsen sind die kubi- 


schen Faktoren der Gröfse — ((a3)? gue )?. 


102. Dem Falle n=4, den wir schliefslich in Betracht 
ziehen, entsprechen die Gleichungen 
(at p2? e162 Y P? p? = (at? en mt, 
Goin? oe Ypi fe =2 at (at) ere, | eses Di, 
((at p°? e162”) pi? po? = (ap, D (at? guër — Zei Zoe M t)?» 
und es ist. daher 
(ap)? a! = (a! p;?)t + 6(at)? Gies pit . (a? Dä. pi | €182? 
— 8 at (at)? oe Tops uf, oi pi? pi] SL 
+ (apit)? . (ae — 3 (u? oe m).pl Eiet. 
Nun haben die Gröfsen 
ku ta +V,, ru —-wV,, urn —V,, -yu— Hate 
die Eigenschaft, dals die Summen ihrer Kombinationen zu je 1,2,3,4 
Elementen die Werte 
0, —2(u?+ v3? + Vg? 8vdav,, Liv? Feit vg’) 
—4(y? u? +’ Gei F viw) 
haben, Folglich läfst sich die Grölse (ap,*)®a* in vier lineare Fak- 
toren von der Form 
Narr ee EE u IEE 
at pi? — (Y Pio? Era! LN Poo? E1827" td Baal a2) P | ki 
zerlegen, wenn man den Quadratwurzeln nach einander die Faktoren 
1,1,1; 1, —1, —1; —1,1,—1; —1,—1,1 beifügt und 
Paz +. Hp ar! = — dat?” Di, 


www.rcin.org.pl 


= 124 — 


Y Diote Pao? EET! = at (a)? og Loës D, 
Dapp Baal 8a! tal E82!» Paol bës 
= — 1a (at 1° + 3 (at? 46,” Di 
setzt oder also die Gröfsen ua, Daa, P3, als die Verschwindungs- 
gröfsen der kubischen Form 
Gen +3 (a? 4%" Pit 5° € + (— Ham! (at)? ce 
+ 3((at)? ous pit’). og — (a! (at)? gës ` | €162 Pie)”. &°) p° 
oder 
((& + (a*)? og Pi. €z)? 
— +apıt)? .(at)? og, (&1 (0t) ege" Pit. En). Ea? 
— (((at)? ae pit)? Laiigifee" ae p’)? 
— Kapıt)? . oifoel (at)? ée Di), eil p? 
ansieht. Das Zeichen der Quadratwurzeln ist nach der vorletzten 
Gleichung das der Form a? (at)? e, & | e16 Pi°. 
Es ist nun 
at p? pz? apı!.(at? ee" pit, 
also infolge der Gleichung oi pı? pọ = 0 
apı*)? . (44)? ea m‘)? =at p, P? a! Pi? Pa |P, Ps 
und somit, wenn wir die Gleichung 
(at p, ai Po | Pi Po) 91° Po? = k (At pı? at pa? + at pı po? at P? Pr 
+ 4 at pı* Pa a! Pi P”) Pa Pa 
oder 


(a+)? M Pa” Pi? pa? = 4p, asi — Ya! Pi Pa? at P? Po | Pi Pa 
berücksichtigen, 


tiap, t) . (04)? eea p*)? — papit apat = — (at)? Pi Pa? p?p? 
oder, da 

ap! = ap,* . ((a* pi”? op 1 Pp 

= ap,* .((ap, +} .(at)”e, e“ — 3 (at)? 4& P 4)2) 


 KÄ7 TA 


ist, 
` 2 e y e 4 x J s 
(at) ee pt) — g lapt) at) ee = iat) eje p "pf 
und ferner 
; TS 2 > > 2 P 
a! (at)? eges | eiea P1? = lat? ee Pi? Pa. 
Demnach ist , i ita 
5 , 2 sur y. Go A d 
((at)? ee," pit)? — Hiapı t)? . (at) ege . (at)? gg" Mt 
5 CH CS 
+ (at (at) erez "og P?) 
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in der Eorm ` 
— (at)? ee” pm? (atel Pi? Pa| Pi Pa 
oder 
2 oun 2 
— (a)? ee P?) Mp 
darstellbar und hat daher den Wert 
— (apı*)? Dorf gue pae 
oder infolge der im 90ten Abschnitte gegebenen Gleichung 
(14+2)(3+4)" 12° 34° (apt) 
= 12 apt 1(2 +3) 23° (apt)® — 6 12° (apt)? ENT 
die entwickelt die Form 
12(\at )2 e, ey Mi ei e 
= OD. at (44)? gue | 6 — (at)? ee” pt. (at)? 46“ 
annimmt, den Wert 
ap N? aime ps Hirlap t. aee ate Pit 
oder endlich, da der Gleichung 
1(2+3)* 23° (apt)? =6 12° 13° 23° (apt)® 
zufolge Leid Lee 
DTN EK 
ist, den Wert 
— 4 (apt)? (at)? (ei, ed" + ap)? lat)? ee at ep pit. 
Und es besteht also die Formel ` ’ 
(ai Zoe pı*)’+(at (at)? eea | &&% p°) 
— } (ap, +}? . (a+? 9%" .(at)? oe pt rigs 
+ Kap, +} (at) (e,?.. el = 0. 
Demzufolge läfst sich die kubische Form in der Form ` 
((e, ty guër" Pr - if 
— tapt)? wi KATE EIC ne 
ENNEN 
darstellen ‚und darnach in drei lineare Faktoren von der Form 
(£, — (— (at)? eu PÄ +4 api. po? ee, sl P 
zerlegen, wenn durch pọ die Verschwindungsgröfsen der kubischen 
Form 
(a? — (a4)2e, 6z" - €482? + 2 (a4) (e,?.. 62)" . 8&3) p? 
bezeichnet werden, und es sind ihre Verschwindungsgröfsen 
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a 2 
p= (e, —(— (0t? og Pit HEAP. pp, ENG 
und somit l 
pe zez = — (0t)? ae PE E tapt. Po? a". 
Die vier linearen Faktoren der Gröfse (ap,*)® a* haben also 
die Form 


oi mi D (at)? De itt fap,’ SE 


2 P 
+ — (at)? De Pit sap Pog? E82" 


Yo 2 
+ E (ad)? eie Pr Etapit < Pog? 1E T) Pi && 
und demnach die Verschwindungsgröfsen der biquadratischen Form 
ap* die Form 


2 e "Aë E Séi Ee 
p= (at |e, + d oe + bat port eier“ 
BIT Yin Far wg ir e : - EZE 
+ Y— (at)? gue Hat. Poal Eri 
2 EE a en E bb a 
OK y— (at)? ea HFa Pog’ E18) Di, 

Die unter den Wurzelzeichen stehenden Grölsen sind die qua- 
dratischen Faktoren der Größe (a! (at)? eey |e,%)?. Die linearen 
Faktoren der kubischen Form 

(e? — (at)? eu, 8,83? +2 (at)? (6,2...) P 
deren Verschwindungsgrölsen fa: Porr Daa sind, haben die Form 


wenn Du: und psp die Verschwindungsgröfsen, der quadratischen 
Form i 

(Le? +2 (at)3 (4? .. ei? .€,€9 ch (4 CM ea ° &?) D 
darstellen, und es ist daher 


EI Sr mr "Mee, LC een A eg EEN 
Dale, pl = d (at)? (e2... e) +w+ Y— (at)? (&?..0,)° — w, 
wenn wir durch w die Quädratwurzel aus der Invariante 
(a+)? (e,?.. ei — (at)? e; eil 
bezeichnen. Diese Invariante ist der (—27)te Teil der Diskriminante 
der biquadratischen Form apt. 


www.rcin.org.pl 


— 27 — 


Siebentes Kapitel. 
Anwendung der Algebra auf die Geometrie, 


103. An die Bezeichnung der Gesamtheit der durch die 
Einheiten €; ,.., €m darstellbaren Gröfsen 
P= Dë, Gut, FE Dën Em 
als eines durch sie bestimmten mstufigen Gebietes knüpft sich die 
Bemerkung, dafs zwei Punkte eine Grade, d.h. die Gesamtheit der 
Punkte, in welche ein jeder von ihnen durch eine Änderung seiner 
Lage in Bezug auf den anderen Punkt und in der durch diesen 
bestimmten Richtung übergeht, drei Punkte, die nicht in einer Ge- 
raden liegen, eine Ebene, d. h. die Gesamtheit der Punkte, in welche 
ein jeder von ihnen durch eine Änderung seiner Lage in Bezug 
auf die einzelnen durch die beiden anderen Punkte gegebenen Punkte 
und in den durch diese bestimmten Richtungen übergeht, allgemein 
m von einander unabhängige Punkte einen (m—-1)dimensionalen 
Raum bestimmen. Denken wir uns daher diese m Punkte durch die 
Einheiten e, ,..,€m bezeichnet oder dargestellt, so können wir, wenn 
wir der Änderung der Lage eines Punktes in Bezug auf einen an- 
deren Punkt die Änderung des Grölfsenverhältnisses des Koeffieienten 
einer Größe zum Koeffieienten einer anderen Größse und der Ände- 
rung der Lage in einer bestimmten Richtung die Änderung durch 
additive Verbinduug entsprechend annelımen, die Gröfsen des durch 
die Einheiten bestimmten m stufigen Gebietes als Repräsentanten der 
Punkte des durch jene Punkte bestimmten (m — l)dimensionalen 
Raumes ansehen. Da nun dem (m —1)dimensionalen Raume für 
m> 1 infolge seiner ins Unendliche gehenden Ausdehnung ein un- 
endlich ferner (m — 2)dimensionaler Raum als Grenzgebiet zugehört 
und andererseits unter der Voraussetzung 

PE te. HPEm =l 
mit dem mstufigen Gebiete e, .. Eem das (m — 1)stufige Gebiet e, >. Om 
in Verbindung steht, so verbinden wir mit dem Raume dieselbe Vor- 
aussetzung und stellen die ihm angehörigen Punkte durch die Formen 
p=PpE,.e,t..+PEm - Em 
und 
p =e, F Pez. eey tH H pen - Erën 

dar, 
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Der Repräsentant des (m—1)dimensionalen Raumes ist die 
Gröfse e,..€m und der des zu ihm gehörigen unendlich fernen 


im — 2) dimensionalen Raumes die Gröfse e, . ëm, Wir- bezeichnen 
demzufolge für jedes m und jede Lage den (m— 1)dimensionalen 
Raum auch als ein mstufiges Gebiet und die ihn darstellende kom- 
binatorische Grölse als eine m stufige Punktgrölse. m 
Für jeden Punkt p, der dem Raume e, .. €m angehört, gelten 
die Gleichungen W i 


-= 

Pe.. ën =O, pe, .. Cm = Q 
und aufserdem die Ge 

. Cm = pe,. . Em» tal 
Nach - dieser letzten nee ist die Lage des Raumes e ei de S 
stimmt durch einen in ihm gelegenen Punkt p und das ihm, zuge; 
hörige Grenzgebiet e, e, oder die Richtung, in weleher sieh dieses 
befindet. 

Als die Richtung der Geraden e,e, (nach Gage Feck? 
ee) bezeichnen wir die Richtung, in welcher der Punkt e, durch 
Verschiebung: in die Lage des Punktes e, gelangt; wir nennen sie, 
sobald auch die entgegengesetzte Richtung in Betracht kommt, ihre 
positive und diese ihre negative Richtung. Die Richtung der Ebene 
Gutsa (nach ihrer Grenzlinie £6563) ist gegeben, wenn wir aufser 
der Richtung (—>) der Geraden eje, die Richtung. angeben;'in 
welcher diese Gerade durch eine einen rechten Winkel nicht über- 
schreitende Drehung um den Punkt e, den Punkt e in! ach auf- 
nimmt: versehen wir die Gerade eje, mit einer ihre Richting andeu- 
tenden Pfeilspitze und drehen sie um den Punkt e,, ‘so zeigt diese 
Pfeilspitze in einer jeden Geraden, in welche sie‘ durch’ eine ‘einen 
rechten Winkel nicht überschreitende positive oder pen rechten 
Winkel nicht erreichende negative Drehung gelangt " die Richtung 
an, und auch die Richtung einer jeden anderen Geraden der Ebene 
ist bestimmt, wenn wir parallele Gerade selbstverstäridlich als gleicht 
gerichtet ansehen. Ebenso ist die Richtung des Raumes £,663% 


(nach seiner Grenzebene £,%63e4) gegeben, wenn wir aulser der 


; + es i 
Richtung (Fa der Ebene 6e, die Richtung festsetzen, in welcher 


diese Ebene durch eine einen rechten Winkel. nicht überschrei- 
tende Drehung um die Gerade ee, den Punkt e, in sich auf- 
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nimmt: bei entsprechenden Bestimmungen ist dann die Richtung 
einer jeden Ebene und einer jeden Geraden des Raumes bestimmt. 
U.s. w. 
Die Lage des Punktes p = pë. €+.. FL PEm -€m oder 
P = Ci -H PEs - Gust, -HPEm - uf 

in dem Raume ¢,.. €m ist nunmehr vollständig bestimmt, wenn wir 
die Entfernung zweier Punkte einer Geraden, in ihrer positiven 
Richtung gemessen, als positiv mit dem Pluszeichen und, in ihrer 
negativen Richtung gemessen, als negativ mit dem Minuszeichen in 
Rechnung bringen und die Gröfsen më... Dën nach einander dem 


Verhältnis der Entfernungen der Punkte e,, e H Dës. Eu und 
Éis gei. ye FP. eht. d EES p und £,, Ge gleich- 
setzen. Man gelangt von dem Punkte e, zu den Punkten e; + pez 
„6653 & + Dës . Cila Dën, On, U. s. w. und also schliefslich zu dem 
Punkte p dadurch, dafs man den Punkt e, seine Lage in Bezug 


auf den Grenzpunkt e,e, in der Richtung der Geraden e,e, nach 
Malsgabe der Größe pe, ändern lälst, dann mit dem Punkte e, +p& 


i DH den man dadurch erhält, nach Mafsgabe der Grölse pe, eine 


Änderung seiner Lage in Bezug auf den Grenzpunkt CC in der 
Richtung der Geraden e,e, vornimmt und so fortfährt. 

Die m Gröfsen pe,,..,P&m, vermittelst deren sich der Punkt, 
p durch die Punkte e, ;.., €m darstellt, nennen wir seine homogenen 
und die m— 1 Grölsen Dës... PEm, vermittelst deren er sich durch, 


die Punkte e,, T AEN Eu darstellt, seine Cartesischen Koordinaten, 
Die letzteren sind, wenn man sie bezw. mit den Entfernungen des 
Punktes e, von den Punkten Co, Con multipliziert oder die Punkte 
Cou En in der Entfernung Eins von dem Punkte e, annimmt, die 
Cartesischen Parallelkoordinaten des Punktes für die Koordinaten-, 
axen Cla,» -31m ; À 
Die Punkte p des Gebietes e,.. Gw unterscheiden sich von den 
Punkten P p des Grenzgebietes éii eh dadurch, dafs die Summe: 
der. homogenen Koordinaten für die ersteren Eins, für die letzteren: 
dagegen offenbar Null ist. Man kann daher die Gröfse p auch als 
den Repräsentanten eines Grenzpunktes ansehen, sobald man für sie 
die Bedingung 
De: Lk. + Dën = 0 
Schendel, Grundzüge der Algebra. 9 
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voraussetzt. In der That geht vermittelst dieser Gleichung die Form 
p=pE,.6ı+.:+PEm > Em 
in die Form 
P = Dës, €423 H.. E Dën Cj fum 
über. 

Ein mstufiges Gebiet wird durch eine jede Gruppe von m von 
einander unabhängigen Punkten p, d.h. von Punkten, von denen 
nicht mehr als n einem »stufigen Gebiete angehören, bestimmt. Das 
Gebiet ej.. Em ist, wenn Dy, Da solche unabhängigen Punkte 
dieses Gebietes sind, auch durch die Grölse mn... fa darstellbar. 


104. Die Bedingung, unter welcher ein Punkt p in dem 
Gebiete P4.: Pm—ı liegt, ist 
Div, -Pmi = 0 oder Pp.. Pm- =O, 

und es muls daher in dem Gebiete e,.. €m; ein jeder Punkt p, der in 
dem diesem Gebiete angehörigen Gebiete 9,..Pm-ı liegt, durch seine 
Koordinaten die Gleichung 

PP: Da-A | ën, ën = 0 oder ppi: Pui ës, Em = 0 
befriedigen. Die erste Gleichung, die entwickelt die Form 

Dër, Pr: -Pmi | E184 -: Em +. + Dën - Pa -Pm | Em & ën =O 
hat, heifst die Gleichung des Gebietes p; ..Pm—ı in homogenen und 
die zweite, die unter Berücksichtigung der Gleichung 
M- e Pn | Ez. - En = P1 < -Pn | (&1 H.+ Em) E2.. En 

die Form 

Pa. -Pmi | êz.. Em — Dën, Du. -Pm—i | Eaën, . Em — 

— PEm SR - Ba-A | Em Ez . . Em = 0 

annimmt, seine Gleichung in Cartesischen Koordinaten. 

Nach der Gleichung pp, ..Pm—ı | &--&m = O kann man das 
Gebiet mp: . . Da auch durch die Gröfse 9, .. Da 3 | &ı -Em und folglich, 
wenn wir 

Qa EŒ pj. -Pm | ê4 . - Em 
setzen, durch die Gröfse a darstellen. Die Gleichung des Gebietes 
nimmt dann die Form ap = O an und stellt sich in homogenen oder 
Sartesischen Koordinaten dar, je nachdem man p = pa. e+. 


+ Dën - m oder p= G+ per. ës. H Pen ` Ee setzt. 
Insbesondere wird das Grenzgebiet Re auch durch die 
Größe & + ..-+&m dargestellt, da der Gleichung 
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ai ... Em een (e -+ .. Fen) ĉi e e Cm 
zufolge i 
4. mn). ëm = Ei F o F Em 
ist, und in der That ist das Grenzgebiet das Gebiet der Punkte p, 
für welehe die Gleichung mit. -+ Em) =0 gilt. 

Übrigens können die Gleichungen 

PPı + Dm | & .. Em Fe 0, PPı . . Pm—i | Za e Em zu 0 
in gleicher Weise auch als die Gleichungen des Punktes p in Koor- 
dinaten (m — 1)stufiger Gebiete angesehen werden, wenn man unter 
den Koordinaten des Gebietes 9,..Pn_ı selbstverständlich die in 
den Formen 

Pı . « Pm—1 u (e, €; m) Pı . . Pm—1 | zé ee Ëm, Gë , Em 
und 
Pi D «Pm—1 beer: (e, €; m — 1) Di D . Pm—1 | EzE . «Em . Of [2123 .. Em 
+pı .. Pm—1 | Ez. H Em D 6463. H Cm 

auftretenden Koefficienten versteht. 


105. Eine mstufige Punktgröfse setzt sich durch kombi- 
natorische multiplikative Verbindung aus m 1stufigen Punktgrößsen 
zusammen und repräsentiert das durch die in ihr vertretenen Punkte 
bestimmte mstufige Gebiet. Welche Bedeutung haben nun die 
durch kombinatorische multiplikative Verbindung zweier oder meh- 
rerer mehrstufigen Punktgröfßsen entstehenden Gröfsen ? Sind die 
durch die Punktgrölsen dargestellten Gebiete der Art, dafs ein jedes 
von ihnen ganz aulserhalb der übrigen Gebiete liegt, oder sind die 
in ihnen vertretenen Punkte von einander unabhängig, so stellt ihr 
kombinatorisches Produkt offenbar das durch diese Punkte bestimmte 
Gebiet dar, im anderen Falle dagegen giebt darüber Aufschlufs die 
Gleichung 

Pz, Pı Ëm Pr Pi Pn Eu. Du"! .D,, <- Puy Pie: D 


oder die aus ihr hervorgehende allgemeinere Gleichung 


PP; DD, ipy ipy i 
PO Par: Pasig Sr Px, Pi Pm 


= Du, RS, SC Du; r Pr, Pi . Pm.» 
So stellt das kombinatorische Produkt der 2stufigen Punkt- 


grölsen 9,9, und pP} pı, wenn die durch sie repräsentierten Geraden 


in keiner Beziehung zu einander stehen, auf Grund der dann gelten- 
Or 
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den Gleichung (P P) (Pz P4) De Pə PzP, ein 4stufiges Gebiet, den 
die Geraden enthaltenden 3 dimensionalen Raum, dar; haben dagegen 
die Geraden einen Punkt, sagen wir den Punkt p, gemeinschaftlich, 
so stellt es, weil dann, abgesehen von einem numerischen Faktor, 
die Punktgröfse p,p, durch die Punktgrölßse p,p, darstellbar ist, 
auf Grund der Gleichung (P; P3) (P1 P3) =P1 P Pz -Pı in algebrai- 
scher Verbindung die Ebene, in welcher die Geraden liegen, und 
den Punkt, in welchem sie sich schneiden, oder also das die 
Geraden verbindende 3stufige und das ihnen gemeinschaftliche 1 stu- 
fige Gebiet dar und kann demzufolge in dem 3stufigen Gebiete als 
Repräsentant des letzteren angesehen werden. Im Falle pip, p= 0 
fallen die Geraden pı pẹ, und p;p, in eine Gerade zusammen und der 
Punkt p, liegt auf der Verbindungslinie der Punkte p, und p. 
Allgemein repräsentiert in einem m stufigen Gebiete das kombi- 
natorische Produkt von n (m — 1)stufigen Gebieten 4,1.. Pm—1,13. -3 
Pin -- Pm—i,n nach der Gleichung 
Pm P1- -Pm + - Daa) Du, -Pm = Pa - Pu"! De - -Pm—n+1 Pi - -Pm 
in algebraischer Verbindung mit dem sie verbindenden mstufigen 
Gebiete ein, nur in dem besonderen Falle n = m durch kein geome- 
trisches Gebilde, sondern durch eine Zahl dargestelltes, (m—n)stufiges 
Gebiet, ebenso wie das kombinatorische Produkt von n 1stufigen 
Gebieten 9, ,..,2. ein nstufiges Gebiet, und in derselben Weise, wie 
ein jedes diesem Gebiete angehörige 1stufige Gebiet sich in der Form 
P=PPı-Pıt.- + PPn. Dy 
darstellt, ist auch ein jedes, in dem mstufigen Gebiete gelegene, jenem 
(m — n) stufigen Gebiete angehörige (m — 1)stufige Gebiet in der Form 


Pi» Pn—ı = Pi: -Pmi Pit- Pn—1,1- Di, Pm- F: 


F Pa -s Pm Pin -» Pm—in -Pin » + Pm—i,h 

darstellbar. Es besteht also hiernach in einem mstufigen Gebiete 
eine vollständige Reciproeität zwischen den 1stufigen und den 
(m—1)stufigen Gebieten, bei der die »stufigen und die (m—n) stufigen 
Gebiete einander entsprechen. 

So gilt, wenn das 1stufige Gebiet oder der Punkt p in dem 
nstufigen Gebiete Py.. Pn liegt, die Gleichung 

Pri. Pap. =O 

und in derselben Weise, wenn das (m—1)stufige Gebiet p4 .. Pın-ı 
durch das (m—n) stufige Gebiet 9,,1 - - Pm—1,1- » Dun - + Pm—1;n hindurch- 
geht, die Gleichung 
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Pine Pm,- in, Pin Pi + Pmi = D. 
Die Bedingung, unter welcher das nstufige Gebiet mm. .Pn in 
dem (m — 1)stufigen Gebiete 9,,0- .Pm-1,0 liegt, ist daher 
Di) Pa -+ Pm - - Pm Pi » Dn Pio - < Pm-i0 = 0 

oder | 

Das fu, 7 Bu - Ba Di : Dm Dag, Pm—1,0 | 8181 + - Em > Em ën BCE 
Die linke Seite dieser letzten Gleichung können wir aber, da 
nach dem 12ten Abschnitte bei der algebraischen multiplikativen 
Verbindung der Größe a,+1:.Am|e- . €m mit dem kombinatorischen 
Produkte a,..a, dieses als kombinatorischer Faktor vor das kombinato- 
rische Produkt a,+1..@, tritt und dasselbe demnach offenbar auch für 
die algebraische multiplikative Verbindung mit einem kombinatorischen 
Produkte von weniger als n Faktoren gilt, als das algebraische Produkt 
der Größen Papi Di.: Pa»: Da Di: Da und Dua, s Pm-ı,0l&rkı -- Em, 
Em Ei. -Em ansehen und demnach, wenn das (m— 1)stufige Gebiet 
durch die Grölse 

a = Pin <- Pm—1,0 |. Eq -> Em 
bezeichnet wird, in der Form 
aa NR er 

darstellen. Das nstufige Gebiet Py.. D liegt also in dem (m — 1)- 
stufigen Gebiete a, wenn ap, ..pu = 0 ist. 

| Das algebraische Produkt der Grölsen a,..@, und 94.. Hahn: 
von denen die erstere das den (m— 1)stufigen Gebieten gu... @n 
gemeinschaftliche Gebiet darstellt, oder also die Grölse ay.. @ | 
Dir Séi repräsentiert ein dem (n -+ r)stufigen Gebiete 9,..Pun+r 
angehöriges rstufiges Gebiet in dem (m — n)stufigen Gebiete tų.. @n. 
Denn sie ist durch die Kombinationen der Gröfsen P4 ,.., Dain Zu je 
r darstellbar und nimmt bei der algebraischen multiplikativen Ver- 
bindung mit einer jeden der Grölsen @4,..,a@n den Wert Null an, 

Darnach bezeichnet die Größse a, |€.. Cm ein (m — 1)stufiges 

Gebiet in dem (m — 1)stufigen Gebiete æ oder also das Gebiet «, 
in Übereinstimmung mit der Bezeichnung oa = P; ..Pm—i | Ei. Em» 
der zufolge 9..Pn-ı =Q] ei.» Cu ist. 

So stellt ferner in Übereinstimmung mit der Gleichung 
(Hat. Em) l Pi.. Pn =(P +.. +H Deal Pi -Pn +p Ph 
die Größe (& +..+ En) | Pı. -pn das (m — 1)stufige Grenzgebiet des 

wstufigen Gebietes p,. p, dar. 
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Insbesondere ist endlich die Größse dy.. an| Pı- Pn+ı der Re- 
präsentant eines Punktes in dem den (m —1)stufigen Gebieten o. 
..,@„n gemeinschaftlichen Gebiete a,..@,. In der That ist, wenn 
die Gröfse p den n Gleichungen 

aup=0,..,,.p=0 
genügt, = 

P= da, A| Pi e Patt: 

Für n =m— 1 ist 

P =Œ M . . Amt | &%.- Em 
und folglich a, .. an = p | &4 .. Em der Repräsentant und a.. am—ı | 
Pı- Pm—1 =Q. die Gleichung eines Punktes, ebenso wie gz P4 -Pmi | 
E. ën der Repräsentant und ap = 0 die Gleichung eines (m — 1)- 
stufigen Gebietes ist. 

Überhaupt stellt sich so allgemein der zwischen den 1stufigen 
und den (m — l)stufigen Gebieten eines mstufigen Gebietes bestehen- 
den Reeiproeität zufolge einem jeden Ausdrucke und demnach einem 
jeden Satze ein anderer in entsprechender Form zur Seite. Diese 
Reciproeität in den geometrischen Sätzen hört nur da auf, wo Be- 
ziehungen zu dem im Unendlichen gelegenen (m — 1)stufigen Grenz- 
gebiete in Betracht kommen, da im Raume ein entsprechend ausge- 
zeichneter Punkt nicht existiert. ‚Der dem Grenzgebiete e,.. €m oder 
eu Lk. kën entsprechende Punkt & . - Em oder ox +.. +, unterscheidet 
sich von den übrigen Punkten des Raumes in keiner Weise, 


106. Einer jeden Gröfse kommt ein metrischer Wert zu. 
Der metrische Wert der Punktgröfse pı.. Pn ist nach der Gleichung 


o Pa ee Pa = Hi, «Pa» 

in der p ein beliebiger Punkt des Gebietes pı.. Pn ist, gleich dem 
metrischen Werte der Punktgröfse pı.. Pn- Wir bezeichnen ihn 
daher durch fm... pn) und nennen ihn die Entfernung der Punkte 
mu, Du, Insbesondere ist (p, p,) die in der Richtung von DI 
nach 9, gemessene und, je nachdem diese Richtung mit der Richtung 
der Geraden pp, zusammenfällt oder nicht, mit dem Plus- oder 
Minuszeichen versehene Entfernung der Punkte 9,, Pz. 


In Ansehung des Umstandes, dafs die Grölse Pi; Pu bei Ver- 
tauschung zweier Punkte nur im Zeichen eine Änderung erleidet, 
erkennen wir ihren metrischen Wert als gleich der positiven oder 
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negativen Quadratwurzel aus dem metrischen Werte ihres algebrai- 
schen Quadrates. 

Und ferner erhellt, wenn durch 9,9, ^ pap, die Neigung der 
Geraden 9,9, gegen die Gerade 9,9,, gemessen durch den die 
Gröfse eines rechten Winkels nicht überschreitenden positiv oder sie 
nicht erreichenden negativ genommenen Winkel, den die Gerade p4 Py 
bei der zu ihrer Überführung in die Gerade p,p, oder eine ihr 
parallele Gerade erforderlichen positiven oder bezw. negativen Dre- 
hung überstreicht, und allgemein durch p.. p,A p, Au, -Prin die in 
entsprechender Weise gemessene Neigung des Gebietes 9,..p, gegen 
das Gebiet P,,;--Pzyn bezeichnet wird, dafs der metrische Wert 
des kombinatorischen Produktes der Gröfsen 9,9, und 9394 durch 
die Gleichung 

Li P4 PaPa) = WıP2) Wapa) Sin (pi pa^ Da fal 
und darnach allgemein der metrische Wert des kombinatorischen 


Produktes der Größen p.. p, und p, +1* Da durch die Gleichung 


j (P «Pr H Ae Merl 

= (P Pr) WH . Ba) sin (Pr +» Pr A Dat, e Pan) 
gegeben ist, in der hinsichtlich des Zeichens die Bestimmung gilt, 
dals das Pluszeichen zu nehmen ist, wenn das kombinatorische Pro- 
dukt D A DD . -Pyyn bei Vertauschung der Faktoren 7 Dr und 
Das ..Py+n sein Zeichen ändert. 

Insbesondere ist also 
Ui - -Pa) = ETP: Pa Pr) Wi Dein. Pa) SiN (Pi Pr. Pr A Pa Pr -+ Pa) 
und darin das Zeichen bestimmt, wenn wir 

CPi- Pn) = [pr -- Pu-ı) Papa) Sin (p » - Pu—1 A Pi Pn) 

setzen, Hiernach ist, wie die Annahme n = 3 und n= 4 erkennen 
läfst, die Entfernung der Punkte p,,.., pn gleich dem (a—1)! fachen, 
mit einem bestimmten Zeichen versehenen, zwischen ihnen gelegenen 
Raume. 

Und ferner ES sich A et der Keen 

"Pu Paga: Pran Du Pa” Paare Pain — Pe D Pa en 
a den metrischen Wert des algebraischen BEN: der Grölsen 
e Pn und P, Pan mit Rücksicht darauf, dafs sie für «=0 
die Form 


VD pn) CPi pn)? 
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annehmen mufs, die Gleichung 
; (Pı»- Pal Pzrı Pian) 
= D Pa Bau e Bail C08 (Pı te Be A Priye s Paga) 

In einem mstufigen Gebiete unterscheiden sich infolge der 
Gleichung p4.. Pm = Di, - Pm (Eu, . Em :& -€m alle (m — 1) stufigen 
Gröfsen von der Form pı..pPm und ebenso alle mstufigen Gröfsen 
von der Form p,. „Pm nur durch ihre metrischen Werte von einander, 
Nach der Gleichung P. - Pa = DÉI. -Pn oder 

Pi +- Pu = P (Pa F - + + Pa) Pi » -Pn 
oder auch nach der Gleichung ppi +.. + ppm = 1 ist daher 
CPi- -Pm )= TP PaPa --Pm)+ Hp Pm bh. Pr). 

Infolge der Gleichungen 
PEx = Pepe, è- Em | Ef- Em» Pa Pmi | Suë. Em = E, Pmi &. En 
gelten ferner für die Koordinaten des Punktes p und des (mL 
stufigen Gebietes p,.. Pm_ı die Gleichungen 


VE is Ce, Pi: Pm-ı) 
"e 3 Pai D - Daum éi .. Em = H E Se > 
Ce, . Em) 7 Er Cm ) 

107. Aus den Formeln des vorhergehenden Abschnittes erhält 
man die bekannten metrischen Hauptformeln der analytischen Geo- 
metrie ver:nittelst der Formen 

Pi =: Pu = (©, 8; M) Pi +- Pn Le, Eke ër, Be 
ph. , Du — 4 (e, è ;m—1) P- - Dn | Za .. En D C13 .. En 

So ist z.B. in der Ebene, opp die Entfernung der Punkte 
Pi» Pa in homogenen Koordinaten durch die Formel 
(m pP) = PıPal&ı el (016)? + Pi Polica? Terez)? + Pı Pa | Eaëa) (6263)? 

+2 PıP2\&iea Du Pa | E1E3 Cerea) Ceres) cos og: A A Drei 

L-3pubslëuës Du fal Eê; leies ) Cees) cos KE SCH 

+2 PıP2| €163 Pı Pa | Era Terez) Teres) cos (eies d 6263) 
und in Cartesischen Koordinaten durch die Formel 

{p p) = Pi Pa |&? lerez)? +p Pa l Ez” leres)? 
F 2 PıP2| ê Py Pole (61%) Ce, eg) COS (€462 46,65) 

gegeben. Allgemein stellt sich bei Anwendung Cartesischer Koordi- 
naten und unter der die Formeln vereinfachenden Voraussetzung, dafs 


pe, = 
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die Geraden et, E ën normal zu einander sind, oder also in 
normalen Cartesischen Koordinaten das Quadrat der Entfernung der 
Punkte np... Dn in der Form 
Ip... Pa)? = (6, €; m— 1) p) - : Pa| Ez -+ En? leie. < 6n) 
dar. g 
Ferner hat man für den durch die Geraden p, p, und p,p, 
bestimmten Winkel die Formeln 


CPi PaPa pP, )sin (PL Pa^ ps P1) = (Pi P PaPa) 

CPi rel Ps P4) COS (P, Pa^ Pa P4) = CPi Pal Pa Pa), 
und es ist darin in normalen Cartesischen Koordinaten für m = 3, 
oder wenn die Geraden in der Ebene e,e,e, liegen, 
CPi Pz Ps Pa) = Pi Po Pa Pal Eres ae) i 
Dr, Pol Paulus ëz Papal ën Wie) +P, Palés Papil Es Terez)? 
und für m= 4, oder wenn die Geraden im Raume AEAN liegen, 
ipa Pari” = Pi Pa Pi Pa | €23? laeta) + pi PaPa Pa | €284? Trene, P 
5 i \ + PiP? "P ATP €, 2 Teres dw j 
Wi Pa| Ps Pa)? = dE Ps Pa |E Gei +p Pa| Eg Ha fal ës Wit)? 

+ Pipol Es Papıle, Tae) 
Endlich gelten für den durch die Ebenen pı psp, und PABP, 
bestimmten Winkel die Formeln 
CPi b P3) Taps Pe) sin (Pa Pa fa A A Dir, pP) = + Vi P2 P3 Pa Ps Pe), 


CPi PaPa) Pa Ps 16) cos (Pa Po Pa A Pa Ps Po) = CPi Pz Pa | PaPs Pe) 
und für den durch die Ebene p; pyp, und die Gerade p,p; be- 
stimmten Winkel die Formel | 


tm P2P3) (p, ps )sin (pı P2 P3 A Pa PF +U Pa P3 Pa Ps), 
und in normalen Cartesischen Koordinaten ist darin für m= 4, oder 
wenn die Ebenen. und die Gerade im Raume &46363€y liegen, 
tm P2 P3 A, P5 Pe)? = KT (m Pa Pa Pa Ps Pe | (E23) (E267 tere)? 
RE pı Pa P3 Pa Ps Po | (&283) (E364)? tae) 
+ PıPa PaPaPs Pe | (E284) (ee? Tare,)?); 
Ch PaPa! Pa Ps Ps) = Pi Pz Pa| Sep PaPs Pe | Era (466)? 
+P Pz Pa | Eaëy Pa Ps MH CHA) 
+ Pr ba Pa êsa Pa Ps De Eaër teresa) 


und 
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02 PoPa PaP;)— (Pıpapalereı Pa Ps | Eu —p Pa Da | E284 MP; 
+ Pa PaPa | &3&4 H DUNN 
Weniger bekannte Formeln erhält man vermittelst der Form 


ppi - « Pn = (2, ES M) Du, Pn | &- . Fei, 


108. Die Formeln des 106ten Abschnittes geben ferner in 
einfacher Weise die Hauptformeln der ebenen und der sphärischen 
Trigonometrie. 

Aus der Gleichung 

VW Pi Pa Se Ps Po — psp 
geht für die ebene Trigonometrie durch kombinatorische Multi- 
plikation mit 9,9, der Sinussatz 
Cp p1) sin (91 Pa -A P3 P1) Län Pa) sin (Pa Pa A ais) 
und durch Erheben ihrer beiden Seiten ins Quadrat der Cosinussatz 
(Pi P2)? = Wa P1)? + TPs P2)? — 2 TPs P1) De Po) 0 (pa Pi A PaPa) 
hervor. 
Und ferner erhält man für die sphärische Eripata aus 


der Gleichung p, Pr Pi Ps = D Pap oder 


Pi Pa Ps Pı PaP, = Pi Pi P3 Pa: PaPa 
dadurch, dafs man die metrischen Werte der in ihr peninta 


Gröfsen bestimmt, die Gleichung 


sin (P, Pa A Pi Pa) Sin (P Pa Pa -^ Pa Pa Pa) = sin (Py Pa Pa A Pa Pa) 
und mit ibr, da der rechts stehende Sinus durch Vertauschung von 
Pa und p, keine Änderung erleidet, den Sinussatz 


sin (Pı Pa A Pa Pa) sin (Pı Pa P3 A Pi Pa Pa) 


= sin (pi ps -A Pi Pa) Sin (P PaPa A Pi P3 P4) 
und in derselben Weise aus der Gleichung 


Pi PaPa | Pi Pa Pa =p Pa | Pi P3 DDr — P,P AMAN |P: Ps 
den Cosinussatz 
sin (Pip: ^ p P4) sin (Pa Pa 4 Ap Pa) cos (Pi PaP Ap P3 Pa) 
a: SON (Pi Pa A N D P3) — cos (Pi Pa APPa) cos (Pı Ps AMP). 


109. Sind mm, P», Pz, P4 vier Punkte einer Geraden, so 


stellen sich z. B. die Punkte p}, p, durch die Punkte pm. pa in 
der Form 
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Pa = Pa Pi Pa + Papa -Pos Pa = Pa Pa Pa + Papa - Pr 
dar und ihre gegenseitige Lage ist von dem Werte des Ausdruckes 
PaPa , PaPı _ Pı Ps -PaPa 


Daf Dal PiP- Daa 
abhängig, der sich auch in der Form 


Un Pa) , (Pi Pa) 

(pP) PaP) 
darstellen läfst und das Doppelverhältnis der vier Punkte 

Pı» P23 P3: P4 
AECE wird, wenn die letzteren zwei in Bezug auf die beiden 
ersteren und diese in Bezug auf jene konjugiert sind, 

Da vier Punkte auf 24 verschiedene Weisen geordnet werden 
können, so entsprechen diesen verschiedenen Anordnungen 24 Doppel- 
verhältnisse, 

Aus dem Ausdrucke 


Pı P3 PaPa 
Pı Da: Pa Pa 

der das Doppelverhältnis der vier Punkte 

Dy: P2) Dn, Dy 
darstellt, ist nun ersichtlich, dafs sich das Doppelverhältnis nicht 
ändert, wenn man die Punkte des ersten und zugleich die des zweiten 
Paares vertauscht, und wenn man die beiden Paare vertauscht. Die 
Doppelverhältnisse können also nur höchstens 6 verschiedene Werte 
haben. Derselbe Ausdruck zeigt aber, dafs das Doppelverhältnis bei 
Vertauschung der Punkte eines Paares den reciproken Wert annimmt, 
und es kommen somit nur drei Werte in Frage. Diese entsprechen 
den Anordnungen 

Di, P23 Pa» Pa» Dn: P35 Par Pr» Pi» Pas Pay Pay 

die durch eyklische Vertauschung der drei letzten Punkte aus ein- 
ander hervorgehen. Setzen wir 

Dy P3 -P2 Dy 

Pı Pa - P2 P3 i 
so erhalten wir, wenn wir hierin vermittelst der Form p, = Da P» 
Ps + P3 Pa- Pa dem Zähler die Form 

Pı Pa -PaPa —PıPı Da Da 

und ferner vermittelst der Form p, = P, Ps. Pı FD: Da, Da dem 
Nenner die Form 


= V, 


www.rcin.org.pl 


— 140 — 


Pı P2. Pa Pa — P1 P3 Dn fi 
geben, 
Pi Pa- PaPa _ 1, PaPa PaRa VL, 
Pı P2 - P3 Pa i—v Pı Pz. PaP v 
Die 6 Werte des Doppelverhältnisses der vier Punkte p4, Pa; Pi» Pa 
sind also, wenn einer derselben durch v bezeichnet wird, 
1 v—1l 1 


vu —— > 5, Lett — e 
Fp yvıny?’ 'v—l 


Von diesen im allgemeinen von einander verschiedenen Werten 
können bei besonderen Lagen der vier Punkte mehrere gleich werden. 
Zu den diesen Lagen entsprechenden ausgezeichneten Werten des 
Doppelverhältnisses gelangt man, wenn man einen von den drei 
ersten Werten einem von den drei letzten und ferner zwei von den 
drei ersten oder letzten Werten einander gleichsetzt. In dem ersten 
Falle sind dann auch die beiden übrigen der drei ersten Werte den 
beiden übrigen der drei letzten, also dreimal zwei Werte des Doppel- 
verhältnisses, in dem zweiten Falle dagegen die drei ersten und die 
drei letzten, also zweimal drei Werte des Doppelverhältnisses gleich, 
Darnach sind die ausgezeichneten Werte des Doppelverhältnisses durch 
die Gleichungen 

2 veel, ?—v+1l=0 
gekennzeichnet. 

Die erste dem ersten Falle entsprechende Gleichung giebt 
-v= LL, Die ihm entsprechenden drei Werte des Doppelverhält- 
nisses sind 

| +1,00, 0 und — 1, 4, 2, 

un! von den vier Punkten haben zwei den beiden anderen gegen- 
über, den Werten v=-+1 und v = —1 entsprechend, gleiche oder 
bezw. entgegengesetzt gleiche Abstandsverhältnisse, sie fallen zusam- 
.men oder befinden sich mit den beiden anderen in harmonischer 
Lage. Für v= +1 sind also die zusammenfallenden zwei Punkte 
konjugierte, für v =æ und v = Q0 dagegen nicht konjugierte Punkte. 
Und ferner sind die Punkte mu, P>; Dn, Pa vier harmonische Punkte, 
wenn 


PM Eei PaP 


i PaP P3 P2 
ist; die Punkte p, p, sind in Bezug auf die Punkte p}, p, und 
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umgekehrt harmonisch konjugiert und der Punkt p4 ist der zu den 


Punkten pı, pa und dem Punkte p, gehörige vierte harmonische 
Punkt. 


Die zweite dem zweiten Falle entsprechende Gleichung bezeichnet 
hingegen, da ihr zufolge vë = —1 ist, die ihm entsprechenden zwei 
Werte des Doppelverhältnisses als die imaginären dritten Wurzeln 
der negativen Einheit, und die vier Punkte heilsen aequianharmonisch, 


Dem Doppelverhältnis von vier Punkten einer Geraden ent- 
spricht das Doppelverhältnis von vier (m — 1)stufigen Gebieten eines 
(m—2)stufigen Gebietes. Diese Doppelverhältnisse sind gleich, wenn 
die vier (m — 1)stufigen Gebiete durch die vier Punkte gehen oder 
die vier Punkte in den vier (m—i)stufigen Gebieten liegen, Denn 
sind 9 ,..,24 vier Punkte einer Geraden, welche bezw. in den vier 
Gebieten 9.1: Da A1... Dua, . Ba 11 eines (m—2)stufigen Gebietes 
liegen, so ergiebt sich aus den Gleichungen p4 Pı,1--Pm-1ı=0,.., 
Da Dua <- Dan A4 =0 der Eingangs gegebene Ausdruck als gleich dem 
für jene Gebiete entsprechend gebildeten Ausdrucke. Insbesondere 
sind die vier (m — I)stufigen Gebiete harmonisch, wenn die vier 
Punkte harmonisch sind, und umgekehrt. 


110. Ein (m — 1)stufiges Gebiet bezeichnen wir nach der es 
bestimmenden Gleichung ap = 0 als ein (m — 1)stufiges oder (m — 2)- 
dimensionales Raumgebilde ` 1 ten Grades und dementsprechend die 
Gesamtheit der in einem mstufigen oder (m—l)dimensionalen Ge- 
biete liegenden Punkte p, welche der Gleichung ap? = (0 genügen, 
als ein (m—1)stufiges oder (m —2)dimensionales Raumgebilde 2ten 
Grades, dessen Repräsentant die Größse o? oder auch die quadratische 
Form ap? ist. Es besteht im allgemeinen im Falle m = 2 aus zwei 
Punkten, im Falle m=3 aus einem Kegelschnitt und im Falle m= 4 
aus einer Fläche 2ten Grades. Die Gleichung ap? = O heilst 
selbstverständlich die Gleichung des Raumgebildes. i 

In einer ausgezeichneten Beziehung zum Raumgebilde «a? steht 
offenbar der Punkt, welcher die Eigenschaft besitzt, dafs für ihn die 
Formen 

(pit, ACh p 
einen und denselben Wert annehmen. Dieser Punkt ist, da für 
x=1,.., m 
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(arm D? Je Eé Ta geen ee 
ist, der Punkt 
p = (a?) ey.. Cm | Ci.. Cm oder im? 20 
und heifst aus einem weiterhin ersichtlichen Grunde das Centrum des 
Raumgebildes vi. 

Die Determinante (a?)" e, pw ist die Resultante der Formen 
a? &,P,..,4?e„ D oder die Diskriminante der quadratischen Form ap?. 
Sie ist in der Form aime, e, . -Cm | Di, €m darstellbar, in welcher 
die in der Form des Centrums als Koeffieienten auftretenden Gröfsen 

(AM e». Em | €161 o Em re. a (APP 1 éi. Ee | Em ër. Ge 
als Koefficienten der Elemente a?e, o, OG Cum erscheinen. Diese 
Koeffieienten, deren Summe die Grölse (a)! D m ist, können 
also nur verschwinden, wenn die Diskriminante verschwindet, 

Das Centrum liegt daher im allgemeinen im Falle (am! e, 
<: gw" = 0 im Grenzgebiete und ist, weil sich aus der Form 
p= (am! D . < €m |€.. €m infolge der Gleichung pej +..+9pen = 0 
durch Multiplikation mit a?p die Gleichung ap? = 0 ergiebt, ein Punkt 
des Raumgebildes. In dem besonderen Falle aber, wenn die letzt- 
genannten Grölsen verschwinden, ist es, weil dann die Gröfse He, 


S 0 . 
PEm die Form — annehmen, unbestimmt, 


Da die Koordinatensumme eines jeden Punktes des Grenz- 
gebietes den Wert Null und die eines jeden ihm nicht angehörigen 
Punktes den Wert Eins hat, so ist allgemein 

E \ 2 
a? pp Pa =O, a pp = OT ei.. m. 
Im Falle (ady"1e, en SO ist 


P =p WE e KR: Em D y.: Da? 
a? wl A k 
l (a7) C1 ++ Em 
und 
2 
a? pm = (a?)m Eu, Em” 
= nn: 


(a?ym—1 A Ai Gu 
Verschwindet die Diskriminante, so ist, aufser wenn die Gröfsen 
(02M1 .. Cm Ié. Ems.» (AJE .. Cm |Em €». Cm 
verschwinden oder das Centrum unbestimmt ist, 
OC ëss D. nd ën D ss D 
Get wir können das Centrum auch für =1,..,m in der Form 
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p = (i e, €, . ên | €j. êm oder (a?™—1 è, ej. ëm 
darstellen und, falls es unbestimmt ist, durch diese Form bestimmen, 
Es ist, da ap? = 0 ist, ein Punkt des Raumgebildes und bleibt dann 
nur in dem besonderen Falle, wenn die Koetfieienten aller Elemente 
der Diskriminante verschwinden, unbestimmt. In diesem Falle kann 
aber ein jeder Punkt des Raumgebildes als Repräsentant des Centrums 
angesehen werden; die Koefficienten der Gleichungen ae, p=V0,..; 
a? €m p = O sind der Reihe nach einander proportional und ein jeder 
Punkt p, welcher der Gleichung ap? —= 0 genügt, genügt auch diesen 
Gleichungen und umgekehrt, 

Übrigens verschwinden die Koefficienten aller Elemente der 
Diskriminante nach der Gleichung 
am E, eg.. mem =O, 
wenn die Gröfsen 


= 2 ES 2 
(rate riet 


verschwinden. Diese Gröfsen haben, da nach jener Gleichung 


Br y = RER: 2 Er 2 
(arm i e,e Em | e,&..Em = j a" l fi, Om. (a) z E) & s+ Dm 
ist, bei verschwindender Diskriminante durchweg dasselbe Zeichen. 


Art. Nach der Gleichung (a?)"+! — (a?m+ p, p, ist, weil 
(ont) pes.. Em” = O ist, | 
2 
dÉ ëm eat. m 
oder, wenn wir mit Rücksicht darauf, dafs die Größe gin e, Ca 
ein (m — l)stufiges Gebiet darstellt, 


Vie Py o Pmi = pe: Cu 
setzen, 


2 2 
ap? ` CW Du, Gm = De. (a m—1 Pi» -Pmi 
Bei nicht verschwindender Diskriminante ist also, wenn ap? =0 


ist, auch (aI! Di, . e P = 0, und wir erkennen in Anbetracht 
des Umstandes, dafs ein jedes Gebiet 9,..Pm-ı, welches dieser Glei- 
chung genügt, nach der Gleichung 


a p == (1)! V P4. -Pm | Es: Em 
durch einen Punkt des Raumgebildes hindurchgeht, dafs die (m— 1)- 
stufigen Gebiete, welche der Gleichung (aP p. SE, = 0 ge- 
2 


nügen, das Raumgebilde a? umhüllen und die Form (am! py. . Pmr 
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in gleicher Weise, wie die Form ap’, als Repräsentant des Raum- 
gebildes o? angesehen werden kann, 
Bei verschwindender Diskriminante dagegen ist unabhängig von 
2 
der Lage des Punktes p stets tim Jm, . Dn 1 = 0, und. die Form 
2 
a" LPi- . Pm kann deshalb das Raumgebilde ot? nicht repräsen- 
tieren. In der That stellt sie nur einen Punkt des Raumgebildes 
und zwar sein Centrum dar, weil auf Grund der Gleichung 
Pi -Pmt = (GEM) Pr: : Dn A | Er En Ge: Em 


infolge des Verschwindens der Diskriminante 
E 2 
D ` (a A 
(a? \(m—1)2 e, ĉi Kä En Pı ER Pmi == 0 


und foiglich 
o Se 2 EI H EI ER. Adeg II 2 
Ge? e,6&1..Em -> (Bee Pı --Pm-ı = (a”)" l C, ĉl.. Em | Di, Dm 
ist, 
Dieser Gleichung kann man übrigens auf Grund der am Ende 
des vorigen Abschnittes gegebenen Gleichung 


gie, T Al, Aa 2 {53 2 
(ame, e, o Cm |C) &ı :- Em =} wg e A A ee 8 E 
die Form 

2 
eo Pei Pmi 


i = MS = 2 \: 
= Lë €; M) Pi > -Pmi | E484 - -Em V (a2 u E D, 


oder i; 
(arm. „Pmi F (Vom Pı. e Bm-AE 

geben, in der die Zeichen der zweideutigen Quadratwurzeln ver- 
mittelst derselben Gleichung durch die Zeichen der Grölsen (a7! 
r 6-0] Di o. . fa bestimmt sind, 

Nach der Gleichung (a! = (am! nm. ist daher 

ap? (ar? pu, ER 

= (ad ro p| p . Pu)? HEE Dip, De A, 
und es genügen somit die Punkte des Raumgebildes a? der Gleichung 

(aM (on! D: Da SÉ + Va- me. Pun)? = 0 | 
und folglich insbesondere für m= 3 zum einen Teil der Gleichung 
a?p,p+y—(a?)? pp, —=0 und zum anderen Teil der Gleichung 
ep, p— y — (a? pp, =0. Bei verschwindender Diskriminante 
zerfällt also das Raumgebilde a? für m=3 in Gerule, und zwar 
in zwei imaginäre oder zwei reelle oder eine doppelt zählende reelle 
Gerade, je nachdem die Grölsen | 


www.rcin.org.pl 


— 15 — 


(a?)? ey, (a?)? 6561665"; (a?)? RE 
positiv oder negativ oder Null sind. Eine solche Degeneration des 
Raumgebildes besteht auch für m > 3; es wird, wie in dem Falle 
m=3 von Geraden gebildet, die sämtlich durch das Centrum gehen. 
Denn ist p, das Centrum und p, irgend ein beliebiger Punkt des 
Raumgebildes, so ist auch der Punkt p = pp; -Pı + Dis . Pa ein solcher, 
weil ap? = 2 pp, : PP, A? Pipo und aP py = (A) eys. Cm = 0 
ist. In dem besonderen Falle, wenn die Koefficienten aller Elemente 
der Diskriminante oder die sämtlichen Koefficienten der Form (a2 m—! 
M- Pm verschwinden, ist der Ort der Geraden das durch jede 
der Formen a?e,,..,a?e„ darstellbare (m— 1)stufige Gebiet a?p,, 
mit dem das Raumgebilde zusammenfällt. Nur für m=2 findet 
eine Degeneration in Gerade naturgemäls nicht statt; durch das Ver- 


schwinden der Diskriminante reduziert sich das Raumgebilde in diesem 


Falle auf das doppelt zählende Centrum, 

Endlich sei bemerkt, dafs sich selbstverständlich die Gleichung 
ap= Q, für 

P= pë. ê +.. FH PEm «Em 
in homogenen Koordinaten und für 
P= a E Dë: Em? cb zb ën DER 
in Cartesischen Koordinaten darstellt, und dafs man die entsprechen- 
den Formen der zugehörigen Gleichung (on) p.. Da A7 = 0 für 
Du $ - Pm—1 - (e, €; m) Di é - Dm 4 I Suë ve Em, Gë . + Om 
und 
Pi- Dn A = (6, EI M—1) 9: - Pmi | E282.. Em EH) ev Em 


+P. Pn-ı | êz. Em, Cu. . Cm 
erhält. Entsprechend diesen Darstellungen ist 


2 Wie. N, 2 
(o én, Bn " = (AE 6... Em 
und, wie sich vermittelst der Gleichungen 
E4 1, Cz ».Em = uf C2.. Cm, Ou, Cm = (& +.. Fenm) Ou, m 
ergiebt, i 
D y > -R Se 2 
EA C11- » Em + + Em Êq » o Em” 
u HM 
e ee ; 2 
= (OR 61616262 » . Em +» Diff Cz -e Em Eis, En 3 
überdies ist augenscheinlich 
E E 2 N 2 gi 
im lan ĉi ĉi .. Em .. Em e H eu Sep (Loi fN Wi J Em Ch a K 


Schendel, Grundzüge der Algebra. 10 
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212. Nach derallgemeineren Gleichung (a?! + = oni) nn. 
gilt ferner, wenn p ein Punkt des nstufigen Gebietes 9, .. Pa ist, die 
Gleichung 


ap? .(ad)" pi.. m? = (II (a? p| p. Pu), 
aus der mit Rücksicht auf die Form 
Pi- < Pn = (6, €&3 M) Pı- -Pn | Ei: ën, Ei, Eu 
hervorgeht, dafs, wenn nicht die Gröfsen 


(arte, ..e, eo, e ©, 
durchweg verschwinden, die Gleichung ap? = 0 die Gleichung 
(on "rain pı -- pn)? = 0 nach sich zieht und also, da die Gröfse 
a?p| pu, D ein (m—1)stufiges Gebiet des (m — 1)stufigen Gebietes 
a? p darstellt, die Form (a Dr aha 4 als Repräsentant des Raum- 
gebildes a? angesehen werden kann. Die (n — Uetubgen Gebiete 
Pı--Pn—ı, welche der Gleichung (a®)"-! p. Re = 0 genügen, 
umhüllen das Raumgebilde; sie liegen bei nicht verschwindender 
Diskriminante in den (m—1)stufigen Gebieten des Raumgebildes und 
bei verschwindender Diskriminante nach der dann geltenden Gleichung 
a? p (ar! e Cm "Du. -€m = U in (m--I)stufigen Gebieten, die dem 
Centrum des Raumgebildes angehören. Ein gleichzeitiges Verschwin- 
den der Gröfsen (a?)" e | ee, für n <m kann aber, wie 


sich vermittelst des Laplace’schen Determinantensatzes ergiebt, nur 
dann eintreten, wenn die Koeffiecienten aller Elemente der Diskri- 
minante verschwinden oder also das Raumgebilde mit einem (m —1)- 
stufigen Gebiete zusammenfällt. 

Die Form Ce pia , Bn A ist also für n= ?,..,m—1 der 
Repräsentant des Raumgebildes «°, wenn dieses nicht ein doppelt 
zählendes (m —1)stufiges Raumgebilde lten Grades ist oder die 
Koeffieienten aller Elemente der Diskriminante nicht verschwinden; 
für n =m ist sie nur bei nicht verschwindender Diskriminante der 
Repräsentant des Raumgebildes, dagegen bei verschwindender Dis- 
kriminante der Repräsentant eines Punktes des Raumgebildes, näm- 
lich seines Centrums, für n= m -+ 1 unterscheidet sie sich nur durch 
einen numerischen Faktor von der Diskriminante und für an>m+I1 
nimmt sie den Wert Null an. 


Die Form ap? repräsentiert, wenn wir von den Punkten p des 
mstufigen Gebietes e,.. €m »ur die in irgend einem »stufigen Gebiete 
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liegenden Punkte in Betracht ziehen, die Gesamtheit der in diesem 
Gebiete liegenden Punkte des Raumgebildes ai, und es bilden somit 
die in einem »stufigen Gebiete liegenden Punkte des Raumgebildes 
a? ein (n—1)stufiges Raumgebilde 2ten Grades. Eine Gerade insbe- 
sondere hat also mit dem Raumgebilde a? im allgemeinen zwei Punkte 
und eine Ebene einen Kegelschnitt gemein. Die Form ap, p,? stellt 
die Gesamtheit der Grenzpunkte des Raumgebildes a? dar. 


113. Setzen wir das Centrum des Raumgebildes a?, das wir 
durch 9, bezeichnen wollen, als nicht im Grenzgebiete gelegen und 
damit im allgemeinen die Grölse (a?! o .. €m- als von Null ver- 
schieden voraus und ist p ein auf irgend einer beliebigen: durch das 
Centrum gehenden Geraden p;p, gelegener Punkt des Raumgebildes, 
so gilt nach der Gleichung p=p,+P,P infolge der Gleichungen 
ap? =O und a?p, pı p = 0 die Gleichung 

gin ? = —apı? d 
und darnach in Anbetracht des Umstandes, dafs die Gröfsen p,p und 
Pipa sich nur durch ihre metrischen Werte von einander unterschei: 


den, für die Entfernung des Punktes p vom Centrum die Gleichung 
ER anz. ti 1 
(wtf SC E 
Off 


Es liegen also, da 


Ze (a?) e En 

apı Er m? m—I RE: 2 

(APTT Cits Go 

ist, bei nicht verschwindender Diskriminante auf einer jeden beliebigen 
Geraden des. Centrums p,p, in gleicher Entfernung von ihm zwei 
Punkte des Raumgebildes, die, wenn wir nur reelle Gerade in 
Betracht ziehen, reell oder imaginär sind, je nachdem die rechts 
stehende Gröfse positiv oder negativ ist. Auf den reellen Geraden 
des Centrums liegen somit entweder nur reelle oder nur imaginäre 
Punkte des Raumgebildes, wenn die quadratische Form ap, Ps? für 
eine jede Lage des reellen Punktes p, nur positive oder nur negative 
Werte annimmt, während, wenn das nicht der Fall ist, die auf den 
reellen Geraden des Centrums gelegenen Punkte des Raumgebildes 
zum einen Teil reell und zum anderen Teil imaginär sind. Im 
ersten Falle heifst das Raumgebilde ein elliptisches und im anderen 
Falle ein hyperbolisches Raumgebilde. 


10* 
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Aus der im 16ten Abschnitte gegebenen Darstellung der qua- 
` dratischen Form ap? durch die Quadrate von m von einander unab- 
hängigen linearen Formen für p ist nun ersichtlich, dafs sie für reelle 
p nur- positive oder nur negative Werte annimmt oder also eine 
wesentlich positive oder eine wesentlich negative Form ist, jenachdem 
(arm + e,. en oder (—1ym-#+ (g2ym— +1 ei PR 

für <=1,..,m—1 positiv ist, 

Die Form ap, pẹ? ist daher eine wesentlich positive oder eine 
wesentlich negative Form, je nachdem 

(arm e e, D: 


für x= 1, .., m. 1 positiv ist. 


2 a 2 
gew oder (—1)"—# ou" ee, em” 


Zi? 


Im ersten Falle ist (a! FR a- und im anderen Falle 
(—1)m1(a2ym-1 éi? positiv, und es ist die in Rede stehende 
Gröfse positiv oder negativ, je nachdem bezw, 

(am éi, Em oder (— Um (am e.. en” 
negativ oder positiv ist. 

Wenn also 


` VR 2 e A 2 
Ee e Oder at D C o Të , Cm” 


Ha: 24° 
für «=1,..,m—1 positiv ist, so ist das Raumgebilde a?, je nach- 


dem bezw. 
(aM eg.. Cm oder (—1)M (am e4.. Cm” 
negativ oder positiv ist, ein reelles oder imaginäres elliptisches Raum- 
gebilde und ferner im Falle (a?)" e. em = 0 ein imaginäres 
konisches Raumgebilde mit einem reellen Centrum, da die Form ap, ps? 
als eine wesentlich positive oder wesentlich negative Form die simt- 
lichen Grenzpunkte des Raumgebildes als imaginär kennzeichnet, 
Wenn dagegen 


weder (a?) "7 6, Bai Gw noch (— Um ein o ER en- 

für x=1,..,m-—1 durchweg positiv ist, so ist das Raumgebilde a? 
im Falle (a’" e,.. em- SO ein hyperbolisches und im Falle (a?)" e, 
ar D ein reelles konisches Raumgebilde, da die Form ap, Ps? 
weder eine wesentlich positive noch eine wesentlich negative Form 


ist und daher das Raumgebilde auch reelle Grenzpunkte hat, 


Die dem Falle (ar! e i Cn = 0, in welchem das Centrum 
ein Grenzpunkt oder unbestimmt ist, entsprechenden Raumgebilde 
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heifsen parabolische und cylindrische Raumgebilde; die letzteren um- 
fassen als Ausartungen auch (m—1)stufige Gebiete, 

Für m = 3 insbesondere ist also das Raumgebilde «?, je nach- 
dem (a2)? ejeze; positiv oder Null oder negativ ist, im Falle 
(ad)? egen 5 0 eine Ellipse, und zwar eine reelle Ellipse, wenn a? oe? 
bezw. positiv oder negativ ist, und eine imaginäre Ellipse, wenn das 
Umgekehrte der Fall ist, oder eine Parabel oder endlich eine 
Hyperbel und zerfällt im Falle (a2)? ejeze3 = 0 in zwei in einem 
reellen Punkte sich schneidende imaginäre Gerade oder in zwei 
parallele oder eine doppelt zählende Gerade oder endlich in zwei 
sich schneidende reelle Gerade. 


Zu den elliptischen Raumgebilden gehören auch die sphärischen 
Raumgebilde, deren sämtliche dem Grenzgebiete nicht angehörige 
Punkte vom Centrum eine und dieselbe Entfernung haben. Das 
Raumgebilde a? ist nach dieser Eigenschaft ein sphärisches Raum- 
gebilde, wenn 

apı Pa? = w (P P2)? 
ist oder die Koefficienten der Form ap? mit einander durch die 
Gleichung 
a? Ge, & 6) = 0 The, oe) 

verbunden sind. Dafs es in der That unter dieser Voraussetzung 
ein elliptisches Raumgebilde ist, erkennt man auch aus dem oben 
gegebenen Kriterium, wenn man aus der für einen jeden dem Grenz- 
gebiete nicht angehörigen Punkt des Raumgebildes a? geltenden 
Gleichung 

(APP e. Cm = — a (4? Dé. Ga 
die sich für ap? =O unter Berücksichtigung der für einen jeden 
nicht im Grenzgebiete liegenden Punkt p gültigen Gleichung 

(arm De. Cm” = (AP) ee 

aus der Gleichung (a?) — (a?)" p, p, ergiebt, die Gleichung 

(a e.. gw ` = — wm la? ple.. Em > 
entnimmt und ferner bemerkt, dafs 


Zum. 5 Gem wm K 2 
a"? gë m = WA Tere,,,.. Em) 


ist. Für die Entfernung der Punkte des sphärischen Raumgebildes 
vom Centrum gilt die Gleichung 
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(a? pe, Cn)”, 

W? De. Em)? 
in der p, ein beliebiger, dem Grenzgebiete nicht angehöriger Punkt 
des Raumgebildes ist. 


(pp) pT 


144. Wir haben im 105ten Abschnitte die vollständige Reci- 
proeität, die in einem mstufigen Gebiete zwischen den 1stufigen und 
den (m—1)stufigen Gebieten besteht und bei der die »stufigen und 
die (m—n)stufigen Gebiete einander entsprechen, erkannt und zum 
Ausdruck gebracht und sehen aus dem 111 ten Abschnitte, dafs sich 
diese Reciproeität insbesondere auch auf das Raumgebilde 2ten 
Grades erstreckt, welches sich bei nieht verschwindender Diskrimi- 
nante sowohl durch die Form ap?, als auch durch die Form a, ..an-ı | 
Pi : Du A7 darstellt, 

Es gilt in gleicher Weise die Gleichung 


ei 2 
Ou, Am—i | Pi . Dr .(dy »» Ge CB D 64 +. Cm » + m Dis, Dm ` 


CS (di «e Um EI Aë (a, DÉI ER Pı H -Pm I | & éi «Cm» -Cm Cj». Cm E 
oder, wenn wir 
w "Pin . « Pn—1,1 . Pi ‚m—1 » , Pın um 
eg Ou .. a Pı H , Pm—ı | ĉ1ĉ1 +. Ëm e Om Ki .. Cm 
setzen, die Gleichung 
zë 2 
Mi» Am—1 | Pi . H Get . (dy . Gu .) D C4» Gm, Dm Ou, e Dm 
P é 2 

= W?, Lu, Am le Pin + Pm. » Pı,m—1+ + Pmt, m -1 
und in gleicher Weise knüpfen sich an sie entsprechende Betrach- 
tungen. 

In der That unterscheidet sich diese Gleichung im Falle des 
Nichtverschwindens der Diskriminante (a, . . Am—1”)" A a ie Sé? 

2 . . es 

. Em, wenn wir die Gröfßsen Aj.. Am=1 und Dun. Pi,» Pimi 
. Pm—i,m—1 durch die Grölsen (a?)"! und p; P P4 » Pm—ı: , Pn—ı PPI +» 
"Pm-ı ersetzen, nicht wesentlich von der Gleichung 
e 2 Kate a 
2: (9 & ge ` eV? (a)! fu a Baia» 
in der die Gebiete p und 9, . He 1 durch die Gleichung 
V Pi o Pmi = a p | Ct e -Cm 

oder auch, da 
| Vu (ANITE Dir: Pmr = (OI Dë, Cm 
und somit 
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va" p.. Hu A lese: - en = (NP! (ad ez.. Cm” Dë 
ist, durch die Gleichung 
p. (om e em = (Dt v (of) P.. Pmt | Cu -+ Em 
mit einander verbunden sind. Eine vollständige Übereinstimmung 
zeigt sich, wenn wir 
(aM Egs o Em” 


vw = FT EE 
Dy. Pm- | & .. Em 


setzen. 

Bei verschwindender Diskriminante wird das Raumgebilde 
Ay». An? von (m—2)stufigen Gebieten gebildet, die sämtlich in 
dem (m — 1)stufigen Gebiete 


(AEG aan " 
liegen, und fällt in dem besonderen Falle, wenn die Koefficienten 
aller Elemente der Diskriminante verschwinden, mit dem Punkte 
du. Ami? Dun, Pm—ı,ı Zusammen, 


115. Auf Grund der Gleichungen 
Vi Du, Pr SS OCH. Én, Om 

und 

D. IER e, en = (ht o. (ad! Pı :- Pn-1 | & : - Em» 
durch welche einem Punkte ein (m — 1)stufiges Gebiet und umge- 
kehrt einem (m—-!)stufigen Gebiete ein Punkt zugeordnet wird, 
bezeichnen wir das (m —1)stufige Gebiet on als die Polare des 
Punktes p und den Punkt (a’"-! 9,..Pm—ı als den Pol des (m—1)- 
stufigen Gebietes pı ..Pm—ı in Bezug auf das Raumgebilde o. 

Bei nicht verschwindender Diskriminante ist ein Punkt der Pol 
eines (m — 1)stufigen Gebietes, wenn dieses seine Polare, und ein 
(m—N)stufiges Gebiet die Polare eines Punktes, wenn dieser sein Pol 
ist. Das Raumgebilde a? ist nach den Gleichungen 

ap? = 0, (an! pi. -Pm = 0 
der Ort der Punkte, die auf ihren Polaren liegen, und zugleich der 
Ort der (m— 1)stufigen Gebiete, die durch ihre Pole gehen, und es 
gelten infolge der auf dieses Raumgebilde sich erstreckenden Reei- 
proeität, die in einem mstufigen Gebiete zwischen den 1stufigen und 
den (m— 1)stufigen Gebieten besteht, für Pol und Polare entspre- 
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chende Sätze, soweit wenigstens, als es sich nicht um Beziehungen 
zu dem (m— 1)stufigen Grenzgebiete handelt. 

Aus der Gleichung oi p, pe =O ergiebt sich, dafs ein Punkt 
auf der Polare eines anderen Punktes liegt, wenn dieser auf seiner 
Polare liegt, und ein (m —1)stufiges Gebiet durch den Pol eines 
anderen (m —1)stufigen Gebietes geht, wenn dieses durch seinen 
Pol geht. Die Pole aller durch einen Punkt gehenden (m—1)stufigen 
Gebiete liegen daher auf seiner Polare und die Polaren aller in einem 
(m —1)stufigen Gebiete liegenden Punkte gehen durch seinen Pol. 
In der That ist nach der Gleichung (a?)™-! p, . . Pm—1 = @? P4 - - A? Da 
der Pol eines (m— 1)stufigen Gebietes der Durchschnittspunkt der 
Polaren der in ihm gelegenen Punkte. 

Ist 

mm = D... OC Du Pn = US, 3 OC Pri Da zs D 
so liegen von den m Punkten nm... Dn je n—1 Punkte in der 
Polare des nten Punktes und gehen von den n (m —1)stufigen 
Gebieten @9,,..,a?p. je n —1 Gebiete durch den Pol des nten 
Gebietes, und die n Punkte und ebenso die n (m—-1)stufigen Ge- 
biete heilsen polar konjugiert. SÄ 

Sind ferner p, und p, zwei Punkte des Raumgebildes und 
also ap,?=0 und ap? = 0, so ist auch 


a? (PPa - Pa Tit P2) (PPa + Pa — Bis: P2) =O. 
Folglich ist die Polare eines Punktes der Ort der zu den auf einer 
jeden seiner Geraden liegenden Punkten des Raumgebildes und ihm 
selbst gehörigen vierten harmonischen Punktes, und auf einer jeden 
Geraden sind je zwei polar konjugierte Punkte in Bezug auf die in 
ihr gelegenen Punkte des Raumgebildes harmonisch konjugiert. 

Zu den Polaren gehört als (m — Dstufiges Gebiet auch das 
Grenzgebiet SR k Der Pol des Grenzgebietes ist das Centrum 
(em? e , m; es ist, da der zu zwei Punkten einer Geraden und 
ihrem Mittelpunkte gehörige vierte harmonische Punkt der Grenz- 
punkt der Geraden ist, der Mittelpunkt einer jeden seiner Geraden 
in Bezug auf die in ihr gelegenen Punkte des Raumgebildes. 

Bei verschwindender Diskriminante tritt in der Polarenbeziehung 
eine Unbestimmtheit ein. Es entspricht einem jeden Punkte mit 
Ausnahme des Centrums eine bestimmte Polare, aber dieser Polare 
nieht umgekehrt ein bestimmter Pol, und einem jeden (m —1)stufigen 
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Gebiete mit Ausnalıme der durch das Centrum gehenden Gebiete 
ein bestimmter Pol, aber diesem Pol nicht umgekehrt eine bestimmte 
Polare. Da, wenn p das Centrum ist, die Koefficienten der Form 
gp dën. & F.. + AEn D. Em 
verschwinden und dafselbe unter der Voraussetzung (a?! em. . €m! 
Pi--Pm-1 = 0 von den Koeffiecienten der Form 
CM P i -+ Pmi lei . + €m = (€; m) OCI Di, Pm-1 E? e Dm - Ér 
gilt, so kann als Polare des Centrums jedes (m—1)stufige Gebiet 
und als Pol eines durch das Centrum gehenden (m — 1)stufigen Ge- 
bietes jeder Punkt gelten. Die Polare eines jeden anderen Punktes 
aber ist nach der Gleichung a? p oam"! e.. €m |€.. em =0 ein 
durch das Centrum gehendes (m— 1)stufiges Gebiet und der Pol 
eines jeden anderen (m — 1)stufigen Gebietes das Centrum, weil er 
nach der Gleichung a?p (a?)™~1 p4 . . Pm—1 | €64- -Em = (OI Dr. Pm—i | 
pu, , €m =Q in einem jeden durch das Centrum gehenden (m —1)stu- 
figen Gebiete liegt. 

In dem besonderen Falle, wenn die Koefficienten aller Elemente 
der Diskriminante verschwinden, ist das (m —1)stufige Gebiet, mit 
welchem das Raumgebilde zusammenfällt, die Polare eines jeden 
nicht in ihm gelegenen Punktes, sonst können als Polare eines 
Punktes und als Pol eines (m—1)stufigen Gebietes jedes (m—1)stu- 
fige Gebiet und jeder Punkt gelten, 

Das Verschwinden der Diskriminante ist nach der Gleichung 

ar" een = ap la" te. Em |€ -+ Em 
die Bedingung, unter welcher durch das Centrum die Polaren der 
übrigen Punkte hindurchgehen. 


186. Auf einer jeden Geraden pp, liegen zwei Punkte p 
des Raumgebildes a, für welche nach der Gleichung ap? = 0 offen- 
bar die Gleichung 
ph _ — wës Va? pmp 
DI | ap,” 
gilt. Betrachten wir sie und ebenso die auf der Geraden gelegenen 
Punkte p und p, als konjugierte Punkte, so erhalten wir daher für 
das Doppelverhältnis dieser vier Punkte zwei Werte, von denen 
der eine 


a / EE Al 
PTE MP ta) MP” 


V = 
-— a? pı Pa — V — (ad)? Pi Pa” 
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und der andere diesem umgekehrt gleich ist, und die also die Wurzeln 
der ‚quadratischen Gleichung 

w+ 1a? p p+ w1 app = 0 
sind. 

Für v= — 1 sind die Punkte vier harmonische Punkte, und 
in der That ist dann a? p, 9, = 0; der Punkt p, liegt auf der Po- 
Jare des Punktes p, und umgekehrt. Für zz LL dagegen ist 
(a?) p, Pa =0, die auf der Geraden liegenden Punkte des Raum- 
gebildes fallen in einen Punkt zusammen und die Gerade ist eine 
Gerade des Raumgebildes, und für v=0 ist ap? ap? = 0 und 
demnach wenigstens einer der beiden Punkte p, und p, ein Punkt 
des Raumgebildes. 

Die Gleichung 

(tU at pipa +w — 1} (a? ppa)? = 0, 

welche das Doppelverhältnis der Punkte p,, p, einer Geraden und 
der in ihr gelegenen Punkte des Raumgebildes q,? hestimmt, nimmt, 
wenn wir die ersteren zwei Punkte im Raumgebilde æ? gelegen 
und somit ou p? =0 und ou Bai ss U annehmen, infolge der dann 
geltenden Gleichungen 

WI Pi p = — (m? Pi Pa)’, m? 03? Pi Pa? = — n? P pr 42? PaPa 
nach Multiplikation mit — (@,?” pi Ps)? die Form 

(tU a D De If pi pa? — W — 1) (ra? p De D = O 
an. Da nun diese Gleichung die im Raumgebilde a,” gelegenen 
Punkte in der Verbindung eines kombinatorischen Produktes enthält 
und auf einer Geraden das kombinatorische Produkt zweier Punkte 
sich von dem zweier anderer nur durch einen numerischen Faktor 
unterscheidet, so können wir in ihr jene beiden Punkte durch irgend 
zwei beliebige Punkte ihrer Verbindungslinie ersetzen oder die Punkte 
p, und 9, als zwei beliebig gelegene Punkte ansehen, und die 
Gleichung stellt dann ein Raumgebilde 4ten Grades dar, dessen 
Gerade in den Raumgebilden æ? und a,” vier Punkte von einem 
gegebenen Doppelverhältnis v bestimmen. 

Für v= —1 geht das Raumgebilde 4ten Grades in das durch 
die Gleichung Í 


44? a? Pi p” = 
dargestellte Raumgebilde 2ten Grades über, dessen Gerade demnach 
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in den Raumgebilden o? und ua? vier harmonische Punkte be- 
stimmen, Für v = +1 zerfällt es, da diesem Werte die Gleichung 
(42? pi pr E pr = 
entspricht, im allgemeinen in die Raumgebilde a,° und «,?, und für 
y =0 nimmt die Gleichung die Form 
(42)? 992° (03? Pi P — (a? 9m BU 
oder 
EM m?) (Pi p = 0 

an und stellt, weil in diesem Falle zwei nicht konjugierte Punkte 
zusainmenfallen, das den Raumgebilden a,? und a,? gemeinschaftliche 
Rauıngebilde dar. 

In dem besonderen Falle, wenn das Raumgebilde «,? mit einem 
(m -1)stufigen Gebiete zusammenfällt, repräsentiert die Form a,°a,? 
pı pa das (m—2)stufige Raumgebilde 2ten Grades, welches das 
(m — 1)stufige Gebiet mit dem Raumgebilde a,” gemein hat. Für 
m = 3 werden also, wenn das Raumgebilde æ? eine doppelt zählende 
Gerade ist, die auf dieser Geraden liegenden Punkte des Rauınge- 
bildes a}? durch die Form a,?a,? pp, dargestellt. Diese Punkte 
sind, da die zugehörige Form in Punktkoordinaten 

(4? 02)? Pi PPP Pa PP: Pr” 

ist, nach dem 110ten Abschnitte zwei imaginäre oder zwei reelle oder 


zwei zusammenfallende reelle Punkte, je nachdem die Gröfsen 


(4? m? PAPP Bag PaPa» + (012027)? PiP Pa Bas Pn 
oder, da l 
4 (u? ré PıPPıP2 P2PPıpa = — 20?) (a3®? Pi PPıPa PBP Pr 
+3 a,? (02)? Pp Pa a, pP? + 3 (0,2? a? PP Pr ga P? 
und PP,Pa = PpP, Pa| EjEzEz - Caas ist und ferner die sämtlichen 
Koefficienten der Form (a,2)? p pa verschwinden, je nachdem die Gröfse 
(0) ei Cill positiv oder negativ oder Null ist. Ist die Gerade 
die Grenzlinie der Ebene, so ist @,? = (&, + &,+€,)? und 
3 (a12)? (Ep +82 +85)? Éugeëe 
= AË (E1 HEr tE)! 616e) = (01°? gu gëf ~ 


147, In der aus der Gleichung (a?)"+! = (a2)"+! p, Dr hervor- 
gehenden allgemeinen Gleichung 
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ap”. (a?) Pi.. Pa” = (a)! (a? p| pr. Pr? FIT) Ppi. pe 
ist, da die Größe a?p|pı.. Pn ein dem nstufigen Gebiete py.. Pn 
angehöriges (n — 1)stufiges Gebiet des (m—1)stufigen Gebietes æ? p 
darstellt, 
(ar)"! (a? p | Pı- Pr? 

die Form eines (m —2)stufigen Raumgebildes 2ten Grades, welches 
von den dem Raumgebilde a? angehörigen (n —1)stufigen Gebieten der 
Polare des Punktes p gebildet wird, oder die Form eines (m —1)- 
stufigen Raumgebildes 2ten Grades, welches von denjenigen Punkten 
gebildet wird, welche die Eigenschaft haben, dafs die dem Raum- 
gebilde a? angehörigen Gebiete des nstufigen Gebietes Pı.. Pn in 
ihren Polaren liegen. 

Insbesondere ist also, wenn wir das (m — 1)stufige Gebiet p,.- 
Pm-ı als gegeben ansehen, 

(a?)"=? (a? p | Pi - - Pm-1)? 
= Ap? .(ad)" Py». Pm-  — (ad) Br Em” BD: Pml sem? 
die Form des (m — 1)stufigen konischen Raumgebildes 2ten Grades, 
welches durch den Pol des (m—1)stufigen Gebietes und die in diesem 
Gebiete liegenden Punkte des Raumgebildes a? bestimmt wird. Das 
durch das Centrum und die Grenzpunkte des Raumgebildes a? bestimmte 
asymptotische konische Raumgebilde stellt sich darnach durch die 
Form 
(am? (a? p | ê» . Em)? 

= ELL Mu e fw: A. mat. + En) p? 
dar. 

Führt man in dieselbe für den Punkt. p vermittelst der 
Gleichung 

p. (a) ez.. gw = (I y (admin Pmi |e > Em 
seine Polare ein, so erhält man unter Berücksichtigung der Gleichung 

V. Pi- - Pmi = °P | êi. -Em 
die Form 
ar (e HE Em) | Pi- - Pm)? IO o. ën 
= (am Py.. Pr (a e, oo ge 
j — (aA en. fan |Pı: Be A, 

die das (m— 2) stufige Raumgebilde 2ten Grades darstellt, welches 
das Grenzgebiet mit dem Raumgebilde a? gemein hat. 
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14%. Schliefslich bemerken wir, dafs die im 36ten Abschnitte 
unter der Voraussetzung (a?! &.- Em SO behandelte Aufgabe, die 
quadratische Form ap? in einer Form darzustellen, in welcher die 
Veränderlichen nur im Quadrate auftreten, zusammenfällt mit der 
Aufgabe von der Transformation eines (m —1)stufigen Raumgebildes 
2ten Grades zu m— 1 polar konjugierten (m — 1)stufigen Gebieten 
des Centrums. 

Die Form ap? nimmt, wenn wir durch die Gleichung 
vw Cj- o Cm | ey. Em 

(ame. em 
das Centrum und ferner, indem wir den Punkt p, und außerdem 
die Punkte Dan. Ba 1 beliebig gelegen annehmen, durch die 
Gleichung 
DR, a"? Dh Daf a, - D Au Pay: Da | €r s+ €m 
die Punkte mp... .. Pm vermittelst der Form 
P = P, + PPa . PiP tr». Fa. PıPm 
in sie einführen, die Form 
ap? = ap? +PP:? . APPa? +.. +PP - PPn? 

an, in der für die Grölsen ap, ap, Ps? Er Dip? die Oe 


1 = 


(arm SR É 
an? — 
Á (NE ; eu. ën 
und 
aD N Em (a E D Baan, Ae 
° APP? IR ap Pm? 
gelten. 


Die Punkte 9,,..,?m, von denen die Punkte pm... Pm-1 
bezw. in den Gebieten p P» 93.0: Pi Da Dao, Pu—ı,o liegen, genügen, 
wenn die Zahlen x und A als ungleich vorausgesetzt werden, den 
Gleichungen ] i ; 
@ P Pı P = OË Pi PaP, = 0 

und ferner der aus ihnen herv orgeheriden Gleichung 

min Mpa = 0 | 
und liegen demnach in den m—1 polar konjugierten (m—1)stufigen 
Gebieten des Centrums 


2% 2, 
a Pı P, DE Di Du: 
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und zwar so, dals ein jedes Gebiet am D. sie mit Ausnahme dos 
Punktes p, sämtlich enthält. 

Ist Pı,, ein auf der Verbindungslinie der Punkte p, und p, 
gelegener Punkt des Raumgebildes, so gilt nach dem 113ten Ab- 
schnitte für seine FRE ah vom Centrum die Gleichung 


ke . TP pz) f & 


07020 
i apı D. 
Man kann daher in der obigen Pippie der Form ap? : die Größen 
o a 
app? = D rn 
fa Pı, RV 


setzen, und die dann in ihr im Quadrate auftretenden Grölsen 
np. Dn p,) für z= 2,..,m sind die Cartesischen Parallelkoordi- 
naten des Punktes p für die Koordinatenaxen 9, Pa 1: Dy Da, 

Zu einem Ausdrucke, der das Verhältnis der Gröfsen ap, p,” 
und DÄ durch die Punkte P4, Pa, D. a darstellt, und damit zugleich 


zu einer Darstellung der Größe (p, my.) durch diese Punkte gelangt 
man, wenn man auf Grund der Gleichung P sr Pa = Piee Pn |& - Em 

e, .. €m der Gleichung 

Pı Py ~ (a?)™— P, Pa P3,0 è Pz, H -Pm | Di. Êm 
die Form 
Pı De Dao, -P70 Pzgr +» Pm Di: Em - Pı Pz x 

Er (a)?™—? Pı Ma P30 Vë Pza Prya "+ Pm | Pı P2 P30 : - Baan Pza + Pın 
giebt. Die rechts stehende Determinante nimmt nämlich nach dem 
Laplace’schen Determinantensatze, da die Größen a? D Pa M Pu 
und a? p, Pio Pi Pu für u=x+1,.., m und 4 <x +1 verschwin- 
den, die Form 

(a?) 7 Pi PaPso «- Pzo | Pa P2 P30 +- an. 10 Pi Poyi > Pm x 
und darnach infolge des Verschwindens der Größe a?p, pP, D H. 
für u> die Form 

(a?) ? Pi PaPp30 + Dun Pi PPro Bn, CT fw oi Pu? 
an, während andererseits aus den Gleichungen 
ap, j Se = ng Ah e we V1 Pi P3 o + Pz H... Da | ê -êm 

und 
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ap, p? Tënt en (F= WPa Pso D 


$ ap, A SoA ap Pn? 
die Gleichung 


PıP2 Ps -Paii Pz Pm ler: Em 
a a mir ® Pı P2 Don, Pz e .apı Pan Sr apı Pm? 
hervorgeht, Und es ist demnach 
due, Pı D: Dan: -P,_ı0 | PiP Dia, P0 


PiP, = (1. WE 
WI = Pi Po P30 + + Ban 


e ap 9. 
oder 
Pi Py = LUH (a? éj. el (ad? Pi D Daa, D un 
P De Daa, Ha. aPı P, -AP u. 


und folglich, wie sich durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen 
ergiebt, 


. Gagn Pi Be Ba, ZEN (aD Pa Pao- Bag 

e (or 2 P, De Daa, D- Au |P. Ba fa. Bai 

Für x= m insbesondere ist | 

(a? Pi Du Bea. Pain” (AT &..Em” 
(ad? D Ba Daa Da A8 Ié. Em” 

und in der That ist das der Fall, da hierin Zähler und Nenner 

bezw. den Größsen ap, Pm? und PıPm? gleich sind. 


> Dn. 


o, Pin 2= Pa Pm?» 


189. Da das Verhältnis der Gröfsen ap,p,? und p, p,? für 
x»=2,..,m—1 von der Gröfse (a?)"-! e gw ` unabhängig ist 
und für <= m durch Multiplikation mit ap,? von dieser Gröfse un- 
abhängig wird und ferner nach der Gleichung 
V op? -Tp p,)? 

(nm Pi E NER E ae 
apıP, y 
für den anf der Verbirdungslinie der Punkte p, und Pm gelegenen 
Punkt des Raumgebildes 


Pı,m "P, F Pim Pm . DN De 
die Gleichung 


ap? 


N 2 an ZE D / 
FERN op Pm? 
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gilt, so läfst sich aus der durch die Gleichung 
ap? = apı? + PP2?. aP, P2? +. + PPn? - apı Pu? 

gegebenen Darstellung der Form ap? eine andere Darstellung her- 
leiten, die auch in dem Falle Geltung hat, wenn (ad" Je. gel = 0 
oder das Centrum ein Punkt des Grenzgebietes ist. 

Wir stellen den Punkt p durch die Form 

d D -> Pim + PPa m . Pym Pa,m sË % D. m . e Dua A 
dar und: bestimmen in ihr den Punkt Da durch die Gleichung 
Mm P = Pin Pam und, indem wir die Punkte mua, Pm—i,0,m durch 
die Gleichungen 

Pı Po = Dua Prom 

einführen, die Punkte Pz m,..,Pmm durch die Gleichungen, welche 
durch Hinzufügung des Index m aus den die Punkte P}, .., Pm be- 
stimmenden Gleichungen hervorgehen. Es ist dann ; 


ge MP, =p, m Pym 
auch für x = 8, .., M; folglich 
P= MH PPom » Pi Pot- + DE) m’. M Pm 
+ (PPm,m + Pim Pm) . Pi Pm 

und somit 
? PPa RA PPa.mı. . ‚PPm— RA D Au 
und ` g d 

Du = PPm,m + Pı,m Dm, 
Infolge dieser letzten Gleichung ist aber, da da 


Y- Zap” o apı Pn? 
ap, Pn? 


Pı,m EN DER 
ist, i 
PPm* . Pı Pm? ES D E sý . apı Pm? 


— 2 PP, m» u Ze apı? ap, Pn? E apı? H 
und es ist demnach 
ap? ES PP», A . aM, m Pa ,m ?+..+ PPm, A .apı, m Pm, wi 


+ 2 Die m» y = ap? apı Dan ei . 
Da ferner für den Punkt 


Pım = Pi H Pim Pm . Pi Pm 
infolge der Gleichungen: 
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a? Pı Po PıPm =0; a? Pı Pao Pi Pm zU 
die Gleichungen 


a? Pi Po Pı Pim = 0, A?Pi Pro Pi Pam = O 
gelten, so ergiebt sich für die Grölse 


Pi Pm = (AP) P Pa Pao - -Pm-10| Cr >- Cm 
aus der Gleichung 
Pı Di An Pa Da 0 - Dn Am | Ej». Em - Dn Pm 
= (a"? Pi Pa Daa, Dan Am | Du Du m PzP3,0 - » Pm—1,0 
die Gleichung 
Pı Pam P2 P30 + - Pm—1,0 | pi. . Em - Pı Pm 
; = Pı Pim - WI 7 P, Po Daa, . Ba AN, 
Unter Berücksichtigung der Gleichung 


D > H 2 5 2 D 2 
oy Pm? = ar"! &.. en. (a?)™=? P Pa Dan. Da An 
ist daher 
(aym1 Roi em `, Di Dim Po P30 <- Pm-10 j E s Em = Pi,m Pın . ap, Pm A 


oder 


E : d A 2 . 
V —ap,? ap Pm? = a"! €z. ge Dar Pi Pa Pao- - Pm-10 EN Em 
und folglich in der obigen Darstellung 


NZ oi? apı, m Pn, ei 
= (q*)™ : ĉi sn” ~. Dill A D m Pa,m P3 ua =» + Pm-—1,0,m | Et Em- 


Überdies ist offenbar 
ap? apı, m Pın, m- = (a?)" ĉi» Em ` Ggs P „m Daa P3 ô,m + +» Pm—1,0,m s 
Nach den Gleichungen 
D P, = Pi, m Pzm’ I = Pisi Hu 
sind die Punkte p, „ und Ban, die Punkte, in welche bei einer 


parallelen Verschiebung der Geraden p,p, und p,P,, nach dem 
Punkte Pı m die Punkte p, und p, 5 übergehen, 
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Berichtigungen. 


5.5 Z. 9 lies willkürlich, 5.7 Z.11 Permutation, S. 21 Z,17 aus 
ihr, 8. 24 Z. 24fl, (et. Lei, ës, us. w., 8.27 Z.17 und sie, 
8.29 Z. 12 aeza, 8.34 2.9 (pit. H Pm?) ey ej 8. 37 2,17 
— Pp, .-Pm 8.38 Z. 4 v.u. vermittelst der Form eu Pi =Pı&. ous + 
«e H Pıem Betun BI Dv; n, apı Pn?» 5.40 A a? Pi P) Pa Pr 
8.41 217 pai, 847 2.16 amt, 8.52 217 (— 1i 8,60 
Z. 18 a", 8.75 Z.13 Da diese Größe, 8.80 2.6 v. u. a." p" Emt 
R 82 Z, 2 vu Du. 8.87 2.3 Pi Po |Pı Pu 8.96 2.7 eu xb 
8.99 2.6 m ti 2%, S. 100 2.2 pıt?%, 8.103 2,15 apt, 


S. 104 Z. 2. v.u. Hyperdeterminanten, S. 105 Z., 18 SR BR 11.41 


Pi Paz, 8,117. W3e gar" "Za? S. 119 Z. 4 gehen bei unge- 


radem A, 8.119 Z.8 2 statt4; 8.119 Z. 9 streiche: bei ungeradem 4; 
8.133 Z.8. vn lies a, 8.133 4,2 v.u. (n—1)stufige, 8.143 2,9 
v.u. Du, T WE S.158 2.12 v.u. (a?)"?, 8.160 Z,4 v.u. apım Dit: 
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